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Stabilita dynamickych systému

S pojmem stabilita se jiZ setkal kazdy z nas a kazdy z nas si dokdze predstavit co musi systém
splilovat abychom mohli prohlasit, Ze je stabilni. Stabilita dynamického systému je takova
vlastnost, kterd poukazuje na to, Ze pokud se systém nachazi v né¢jakém ,,klidovém* stavu a my jej z
tohoto stavu vychylime vnéjSim plsobenim, tak se systém dokaze do tohoto stavu opét vratit, nebo
zustane v jeho blizkém okoli. Pfi1 vySetfovani stability vychdzime z predpokladu, ze systém je
autonomni (u(t)=0) a vychyleni z klidového stavu nahrazujeme zménou pocateénim podminek

(X(to))- - f(x(t))

Rovnovazny stav systému
Rovnovazny stav je definovan jako stav nefizeného (autonomniho systému, u(t)=0), ve kterém je
systém v klidu, tj. Casové derivace vektoru stavu jsou rovny nule.

f(x (t))=0

Pokud je systém linearni pak je rovnovazny stav dan feSenim homogenni soustavy rovnic

0=Ax,(t)




Pokud je matice dynamiky A regularni (jeji determinant je riizny od nuly), pak existuje jediné
feSeni x, = 0 (tzv. trivialni feSeni). Pokud je matice A singularni, pak existuje nekone¢né¢ mnoho
feSeni (napf. systém s astatismem).

Rovnovéaznym stavem systému prochéazeji vSechny trajektorie systému. Ostatnimi body ve
stavovém prostoru prochazi vzdy pravé jedna trajektorie.

Stabilita dynamického systému zavisi na tom, zda se se body po trajektorii systému pohybuji do
nebo od rovnovazného stavu. Vysetrovani stability dynamickych systému tak piechazi na
vySetfovani stability rovnovaznych stavi. V ptipad¢ linearnich systémi nezévisi stabilita
rovnovazného stavu na pocateCnich podminkach. Linearni systém je stabilni, jestlize jsou stabilni
vSechny jeho rovnovazne stavy. V ptipadé nelinearnich systémi rozliSujeme stabilitu:

* Lokalni (stabilita v malém) — systém je stabilni pro malé vychylky od rovnovazného stavu.

* Globalni (stabilita ve velkém) — systém je stabilni pro vSechny pocate¢ni podminky.

Na rozdil od linearnich systému je stabilita u nelinearnich systému pouze lokalni vlastnosti.

V této prednasce se budeme zprvu vénovat vySetiovani stability linearnich systémi. Nelinearnim
systémliim se budeme vénovat na zaveér.




Typy rovnovaznych stavi

Typ rovnovéazného stavu zavisi na vlastnich &islech matice dynamiky A {4 (A)}

Stired
* A,(A)==%]jw, ryze imaginarni, Re{ﬂm} =0, prub¢h slozek vektoru stavu je kmitavy netlumeny
vychyleni z x, buzenim stavova trajektorie pro rizna x(t)
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02 10
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Ohnisko
* A,(A)=0% jo, komplexné sdruzena, lezi v levé komplexni poloroving, Re(4) <0

pribéh slozek stavu je kmitavy, tlumeny. Stabilni!

vychyleni z x, buzenim stavova trajektorie pro rizna x(t)
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Uzel
* A,(A)=0,,0,,reilna, zaporna,o, , <0, prubeh slozek stavu je nekmitavy. Stabilni!

vychyleni z x, buzenim stavova trajektorie pro rizna x(t)
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Sedlo
« A,(A)=0,,0,, realna, rlizna znaménka,o,0, <0 . Nestabilni! Nem4 rovnovazny stav.

vychyleni z x, buzenim stavova trajektorie pro rizna x(t)
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Existuje n€kolik definic stability. Uved’'me nékteré z nich:

Vnitini stabilita — stabilita rovnovazného stavu

Rovnovéazny stav X, = 0 autonomniho spojitého LDS

X(t)=Ax(t)

s pocatecnim stavem x(t,) = X, j&

asymptoticky stabilni pokud VX, plati, Ze lim ”X(t)” =0

t—wo

stabilni pokud Vx, plati, ze IM (Xo) ; ”X(t)” <M (XO),Vt,t € <t0,oo)

nestabilni pokud 3x, takové, Ze lim ”X(t)” =00

t—w

t— t—

U]




Vnéjsi stabilita — vstupné vystupni stabilita
Spojity linedrni dynamicky systém

X(t)= Ax(t)+bu(t)
y(t)=c'x(t)
je vstupné-vystupné stabilni, jestlize na omezeny vstup reaguje omezenym vystupem.
vu(t):]u(t) <M, 3M, :|y(t)| < M,
Tomuto typu stability se také fika BIBO stabilita (bounded input bounded output).
[ M, N -

Z podminky omezeného vystupu systému plyne, Ze systém je BIBO stabilni pravé tehdy kdyz

_Iw\g(t)\@o

kde g(t) je impulsni funkce daného systému.




Podminka stability LDS
Jednoduchou Givahou nyni dojdeme k nutnym podminkam stability LDS. JestliZze na vstup systému
pusobi jednotkovy skok, pak je pfirozenym pozadavkem, aby se vystup systému v kone¢ném case
ustalil na konstantni hodnot¢ (pfirozena slozka odezvy odezni a zbude pouze vynucena slozka).
Mezi piechodovou a impulsni funkci plati vztah
o) ="
dt

Pokud ma byt pfechodova funkce od urcit¢ho ¢asu konstantni, musi byt impulsni funkce systému
od tohoto ¢asu nulova

h(t)=konst., te(t, ) EEE) g(t)=0, te(t, )

V ptipadé, Ze je dynamika systému byla ,,pomala* (poly systému jsou blizko imaginarni osy, trvalo
by dlouho nezZ by odeznéla ptirozena slozka odezvy), miZzeme stanovit poZzadavek

limg(t)=0

t—w
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Z 0s5¢ gty =0

L 1 1 105 L 1 1
0 4 10 14 20 0 4 10 14 20
t t

Pro impulsni funkci systému n-té¢ho fadu, ktery mé n; readlnych pola a n, part komplexné

sdruzenych poli plati vztah (porovnejte s obecnym feSenim LDR ve 2. ptfednasce)

g(t)= irke'“’kt +ir,eRe('°')t sin(lm( p)t +go)
k=1 1=1

Aby se pribeh impulsni funkce limitné blizil k 0, musi vSechny exponencialni funkce v predchozim
vztahu také klesat k 0. Exponencialni funkce e* je klesajici, jestlize je a<0. Poly stabilniho LDS

tedy musi vyhovovat podmince

11




V kurzu AKS budeme systémy podle stability rozliSovat na

systémy stabilni: vSechny poly systému leZi v levé komplexni poloroviné

systémy na mezi stability:

kmitava mez stability - existuje alespoil jedna dvojce poli systému, které jsou komplexné
sdruzené a ryze imaginarni. Zbyvajici poly systému lezi v levé komplexni poloroving.

aperiodicka (nekmitava) mez stability — nektere poly systemu lezi v pocatku komplexni roviny,
zbyvajici poly systému lezi v levé komplexni poloroving.

systémy nestabilni: existuje alespon jeden pdl systemu lezici v pravé komplexni poloroving.

Im(p)

L

cas [s] cas [s]

cas [s]

AV4 AV4
7\ AN

/ \ \ Re(p)

as [s] cas [s]

hit)
h(t)

N
P

hit)

cas [s]



Ptiklad: Rozhodnéte o stabilité systému popsaného linearni diferencidlni rovnici
y(t)+5y(t)+6=u(t)+u(t)

Postup:
1. Urc¢ime ptenos systému (za piredpokladu nulovych pocate¢nich podminek)

L[ y(t)+5y(t)+6|=[u(t)+u(t)] o)

Y(p p+1
+5p+6)Y = 1)U F = =
(P +5p+)Y (p)=(p+1U(P) = Fu(p)= iy~

2. Vypocteme poly systému jako kofeny jmenovatele polynomu pienosové funkce
P> +5p+6=0
Pp,=-2,p,=-3 => gystém je stabilni!

1

Pole-Zero Map

ns

Imaginary Lxis

g(t) limituje k 0

13



Ptiklad: Rozhodnéte o stabilité systému popsaného linearni diferencidlni rovnici

Postup:

1. Urcime pienos systému (za predpokladu nulovych pocatecnich podminek)

2. Vypocteme poly systému jako kofeny jmenovatele polynomu pienosové funkce

Pole-Zero Map

y(t)+5y(t)-6=u(t)+u(t)

F

S

7000

_Y(p) _ +1
(py_U(p)_pZESp—G

p°+5p-6=0

P,=2,p,=—3 => systém je nestabilni!

g(t) nelimituje k 0

14



Ptiklad: Rozhodnéte o stabilité systému popsaného linearni diferencidlni rovnici

y(t)+4y(t)=u(t)+u(t)

Ur¢ime pienos systému (za piredpokladu nulovych pocatecnich podminek)

TRLE

Vypocteme poly systému jako kofeny jmenovatele polynomu pienosove funkce

p°+4=0

P, =%J2 => systém je na mezi stability!

g(t) nelimituje k 0

hif)
140}
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Kofteny polynomii az do 4. stupné 1ze vypocitat analyticky. Pro polynomy vysSich stupiili jiz
analytické vztahy neexistuji. V dneSni dob¢€ je jiz zcela bézné, Ze se pro feSeni tlohy hledani kotenii
polynomu pouzivaji numerické metody, napt. Newtonova metoda. Jak se ale tento problém fesil
diive? Pro urceni stability LDS neni nutné znat ptesné hodnoty poli systému. Staci pouze urcit, v
jaké ¢asti komplexni poloroviny leZi, resp. ur¢it znaménko realné ¢asti jejich hodnoty. Za timto
ucelem byla vypracovana tzv. kritéria stability, pomoci nichZ lze rozhodnout o stabilité systému na
zaklad¢ koeficientli charakteristického polynomu.

Zde uvedeme tyto:

*  Nutné podminka stability

*  Hurwitzovo kritérium stability

Pro urceni stability systémil existuji také kritéria zaloZena na sledovani vyvoje frekvenéni
charakteristiky systému, napt. Michajlovo, Nyquistovo. K Nyquistovu kritériu se jesté vratime v
ramci 11. prednasky.

Déle budeme uvazovat charakteristickou rovnici

a(p)=a,p"+a, ,p" +...+ap+ay=0
/

jmenovatel pienosové funkce = charakteristicky polynom

16




Nutna podminka stability (Stodola)

Aby byl systém stabilni musi byt vS§echny koeficienty charakteristického polynomu nenulové a se
stejnymi znameénky. Kromé systémti 1. a 2. fadu se jedna pouze o podminku nutnou, nikoli o
postacujici!

Rozdil mezi nutnou a postacujici podminkou stability ukaZeme na ptikladech.

Uvazujme systém druhého fadu jehoz charakteristicka rovnice je p? +2p+1=0. Koeficienty
charakteristick€ého polynomu jsou vSechny nenulové a kladné. Kofeny polynomu jsou p;, =-1a
systém je stabilni.

Dale uvazujme systém s charakteristickou rovnici p* + p> + p+1=0. Koeficienty charakteristického
polynomu spliuji nutnou podminku stability, avSak dva jeho kofeny jsou 0+1j a systém je tedy na
mezi stability!

A naposled uvazujme systém s charakteristickou rovnici p° + p* + p* + p>+ p+1=0. Koeficienty
charakteristického polynomu opét spliiuji nutnou podminky stability, avSak dva jeho koteny jsou
0.5+0.866j a systém je nestabilni!

17




Hurwitzovo kritérium stability

Uvazujme LDS n-tého fadu.

1. Z koeficienti charakteristické rovnice 2. Vypocteme tzv. Hurwitzovy determinanty H;, 1=1...n
sestavime tzv. Hurwitzovu matici H, H —
; w s 1= a g,
kterd bude fadu nxn
a . a
— — H. = n-1 n-3
an—l an—3 0 ? an a-n_2 ’
H = a, Ay, 0 a3 n-5
O 0 H3 = an an—2 n-4|1?
L O O a0_ . an—l n-3
H n— a0 H n-1

Linearni dynamicky systém je stabilni pravé tehdy, kdyz jsou vSechny Hurwitzovy determinanty
vEtsi nez nula. H.>0,Vi=1..n

Jestlize je determinant H, ; roven nule pak je systém na mezi kmitavé stability. Pokud je
determinant H, roven nule a H,_ ;>0 pak je systém na mezi aperiodické stability. Jestlize je jiny z
Hurwitzovych determinantii roven nule pak je systém nestabilni.

18




Ptiklad: Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodnéte o stabilité¢ systému popsaného diferencialni rovnici

y® (£)+59(t)+7y(t)+3y(t) =u(t)
Postup:

1. Vypocteme pfenos systému a ur¢ime jeho charakteristickou rovnici.
1
F(p)

 p*+5p*+7p+3  pienos
p’+5p°+7p+3=0 charakteristicka rovnice

1. VSechny koeficienty char. rovnice jsou kladn¢ a nenulové — nutna podminka stability je splnéna.
2. Sestavime Hurwitzovu matici H (3x3) a vypocteme jeji deteminanty H; aZ H; (systém je 3. fadu, n = 3).
a,, a5 0 5 3 0

5 3
H=|a a, 0 |=[170 |:> H1:5,H2:‘1 7‘:32,H3:3H2:96
0 a, a, 0 5 3

Vsechny Hurwitzovy determinanty jsou vétsi neZ nula a systém je tedy stabilni.

19



Ptiklad: Pomoci Hurwitzova kritéria rozhodnéte o stabilité systému s charakteristickou rovnici

Postup

P’ +8p* +24p° +34p° +24p+6=0

1. Zadny koeficient char. rovnice neni nulovy a viechny maji stejna znaménka a nutna podminka stability je

tedy splnéna.

2. Sestrojime Hurwitzovu matici H (5x5) a postupné ur¢ime vSechny jeji determinanty H; az Hg.

'8 34 6 0 O]
1 24 23 0 O

H=|0 8 34 6 0
01 24 230
0 0 8 34 6]

H, =8,
’ 8
2
8
H, =1
0

34
=158,
24
34 6
24 23 =3948

8 34

8 34 6 0
O S Z < B I -
= = aplaceuyv rozvoj podie
““lo 8 34 6| " P
prvniho sloupce.
0 1 24 23
24 23 0 3 6 0
-8(-1)"|8 34 6|+1(-1)""|8 34 6|=69120
1 24 23 1 24 23

H, =a,H, = 414720

Vsechny Hurwitzovy determinanty jsou vétsi neZ nula a systém je tedy stabilni.

20



L japunovovy metody

Doposud jsme se zabyvali vySetfovanim stability pouze linedrnich systémti. Pokud tfidu systémii
rozSifime také o nelinearni systémy, pak nejpouzivanéjsSimi metodami pro vysetrovani stability
téchto systémit jsou Ljapunovovy metody.

Prvni Ljapunovova metoda
Uvazujme nelinedrni systém popsany stavovou rovnici
X(t)= 1 (x(t)

Stejné€ jako u linedrnich systémil, také nelinearni systémy maji své rovnovazné stavy x,. Chovani
nelinearniho systému v blizkém okoli rovnovazného stavu (obecné pracovniho bodu) miZzeme
vySetfovat tak, Ze provedeme linearni aproximaci systému v blizkém okoli rovnovazného stavu.
Stavova rovnice LDS N (t) — Ax ('[)

() . ()]
4 OX

n

of (x(1))

Matice dynamiky A je dana vztahem A= 5— =
X

om0
OX, |

21




Podle prvni Ljapunovovy metody plati:
Pokud je linearizovany systém asymptoticky stabilni (uré¢ime vypoctem vlastnich ¢isel matice A),
pak je v rovnovazném bod¢ x, asymptoticky stabilni také plivodni nelinearni systém.

Poznamka:

Pokud je rovnovazny stav linearizovaného systému typu stied (tj. ma vlastni ¢isla na imaginarni ose), pak nelze s
vyuzitim prvni Ljapunovovy metody o stabilité rovnovazného stavu nelinearniho systému rozhodnout.

Chovani nelinearniho systému je mozné vySetfovat pomoci linearniho aproximace pouze v blizkém okoli bodu, ve
kterém linearizaci provadime (obvykle rovnovazny stav). Vysledky tohoto zkoumani maji pouze lokalni charakter
a vztahuji se pouze na blizké okoli pracovniho bodu. TotéZ plati take o stabilité.

Piiklad: |
Eulerv nosnik my +dy—uy+Ay+y®=0 ’

u — zatizeni
Ay(t) + y3(t) — pruzna sila nosniku

22




Zavedeme-li stavové proménné x,(t) = y(t) a X,(t) = dy(t)/dt, ziskame stavovy model

X =f06%)=%

X = T, (X%, ) ==X, +(p=24)% =%

V zévislosti na poméru A a p miiZze mit tento systém 1 nebo 3 rovnovazné stavy. Zvolme tedy

parametr d=1 a dale p =2 a A =1 (ptipad 3 rovnovaznych stavii, A < p). Rovnovazné stavy systému
jsou x,=[0,0], x,, =[10], x, =[-10]

Matice dynamiky linearizovan¢ho systemu

o o

X, X 0 1
A: = 2

o, o, pod=3g —d]

LT M

723




Pro jednotlivé rovnovazné stavy urc¢ime vlastni ¢isla matice dynamiky

A= ~1.618, 1, =0.618 [mm=m)

A2,3 =

sedlo, nestabilni

0.5+ j1.33

—>

ohnisko, stabilni

V pfipadé, ze A > p ma
systém jen jeden
rovnovazny stav x, =[0,0]
typu ohnisko

24



Druha Ljapunovova metoda

Druha Ljapunovova metoda vychazi z nasledujici myslenky:

Pokud je dynamicky systém asymptoticky stabilni, pak s rostoucim ¢asem jeho vnitini energie

klesa, az dosahne v rovnovazném stavu svého minima.

Tato metoda spociva v nalezeni tzv. Ljapunovovy funkce V(x,t), kterd piredstavuje zobecnénou energii
Systému.

Pro jednoduchost budeme déle uvazovat pouze nelinearni t-invariantni autonomni systém

X(t)= T (x(1))

Pted uvedenim podminky stability pfipomeneme nasledujici pojmy:
Funkce Vv (x) je

«  pozitivné definitni, pokud V (x)>0, ¥vx,x=0, V(0)=0
pozitivné semidefinitni, pokud V (x)>0, ¥x,x=0, V(0)=0
 negativné definitni, pokud V(x)<0, Vx,x=0, V(0)=0
 negativn€ semidefinitni, pokud V(x)<0, Vvx,x=0, V(0)=0

s rovnovaznym stavem x, = 0.

25




JestliZze v okoli rovnovazneho stavu existuje diferencovatelna pozitivné definitni funkce V(x)
spliiujici podminky
1. V(x)>0, ¥x, x=0, V(0)=0

{5 {5

pak je rovnovazny stav systému stabilni. Jestlize misto podminky 2a spliiuje podminku

= (ava_)((x)j X = [ava_)((x))T f(x)<0

pak je rovnovazny stav syst¢emu asymptoticky stabilni.

2a. V(x)

derivace Ljapunovovy funkce
) <0 podél trajektorie systému

2b. V(x)

Poznamky:
1. Obecnym problémem je volba Ljapunovovy funkce.

2. Druhé Ljapunovova metoda je pouze postacujici podminkou stability, tj. jestliZze se nepodaii Ljapunovovu
funkci nalézt, neznamena to, Ze je systém nestabilni.

3. K danému systému miiZe existovat vice Ljapunovovych funkei.

26




Pro leps$i pochopeni miZze poslouzit graficka interpretace Ljapunovovy funkce

27




Priklad:

Uvazujme nelinedrni model tlumice, ktery je popsan diferencialni rovnici

y(t)+uy’ (t)+ky(t)=0 1>0, k>0
Vysetiete stabilitu rovnovazného stavu tohoto systému pomoci druhé Ljapunovovy metody.
Postup:
1. Uréime rovnovazny stav systému.
Zavedeme stavové proménné
% (t)=y(t) =) % (t) =% ()
%()=9(1) b (1) =~k — 0 (1)

Rovnovazny stav vypoc¢teme jako feSeni soustavy rovnic

%(0=0 =2 x =[00]

X, (t)=0

28



2. Ur¢ime Ljapunovovu funkci

Celkova energie systému je dana vztahem

1 1

E =2y (1) + 1

V()= 2k (0)+ 2K (1)

Zjednodusime si ulohu: zvolime k = 1 a Ljapunovovu funkci

1
V(x) :E(xf +x22)
3. Ovétime jestli funkce V(x) splituje podminky 1 a 2.

podminka 1:
V(x)>0, ¥vx, x=0, V(0)=0 Splnéno!
podmmka
X2 _ _ _ 4 _ 4
[ j X1 X ){—Xl—,ufj_xixz XXy — UXy = =X,
v x X ) <0 rovno nule pro body [x;,0], ne jen pro X, Splnéno!

Podle druhé Ljapunovovy metody je rovnovazny stav systemu x, = [0,0] stabilni.

29




Volba Ljapunovovy funkce pro linearni dynamické systémy

V ptipadé linedrnich systémt je mozné Ljapunovovu funkei volit jako kvadratickou formu

V(x)=x" (t)Px(t)
kde P je symetrickd positivné definitni matice.
Z derivace Ljapunovovy funkce podél trajektorie systému lze ziskat vztah

V(x)

T T
i = (t) ATP+PA|x(t)
-Q
Pokud je matice Q - pozitivn¢ semidefinitni, pak je rovnovazny stav systému x, = 0 stabilni.
- pozitivn¢ definitni, pak je rovnovazny stav x, = 0 asymptoticky stabilni.

MozZnym postupem je zvolit symetrickou pozitivné definitni matici Q a feSenim Ljapunovovy rovnice vypocitat
matici P

A'P+PA+Q=0
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