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Fourierova transformace

Fourierova transformace
Fourierova transformace je limitnim pfipadem Fourierova fady pro neperiodické signaly.
Fourierova transformace — Fouriertlv obraz

X (w)=F[x(t)]= Oj; x(t)e dt

X(f) = f x(t) -e 2T tqt
Funkce x(t) a X(w) se nazyvaji Fourieruv par.
Inverzni Fourierova transformace

o0

X(t)= F‘l[X(a))}:%IX(a))ej“"da)

Postacujici podminkou k tomu aby mohl Fourierliv obraz pro danou funkci existovat je

funkce je absolutné
I ‘X(t)‘ <X integrovatelna

—00

Stejné jako u Fourierovych fad mizeme definovat amplitudové a fazové spektrum

amplitudové spektrum je sudou funkci w

X (a)) - ‘X (a))‘ e fazové spektrum je lichou funkci w




Vlastnosti Fourierovy transformace

Vlastnosti Fourierovy transformace

Uvedeny seznam vlastnosti Fourierovy transformace neni uplny, byly vybrany jen nékteré
Z nich.

* linearita
F [ax(t)+by(t)] =aX (w)+bY (w)

e posun v ¢ase ETx(t—t)]= X (@)e

posun signalu v Case ma vliv pouze na fazové spektrum

* posun ve frekvenci

F [X(t)ej“’ot] =X (w—a,)

« soucin signalu F[x(t) y(t)]= X (@)*Y ()

Fourierova transformace soucinu dvou signalt odpovida konvoluci jejich Fourierovych
obrazu.

» konvoluce signald  F|x(t)*y(t)|=X(w)-Y (o)

Fourierova transformace konvoluce dvou signall odpovida soucinu jejich Fourierovych
obrazu

. Parsevalovavéta: | Xt dt=[|X (o) de



Fourierova transformace vybranych funkci

Fourierovy transformace vybranych funkci

Diractv impuls
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Konstantni signal
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X(f) = F[5(t)] = f S(t) - eI 2Tt = eI 2mf0 = 1
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Fourierova transformace vybranych funkci

7 s 7 oo
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Spektrum signalu s konecnou délkou trvani

Spektrum signalu s koneénou délkou trvani (finitniho signalu)
Finitni signal xf(t) si mUZeme predstavit jako signal x(t) vazeny pravouhlym okénkem w(t)
(obdélnikovy puls). Spektrum signalu xf(t) je tedy konvoluci spekter signall x(t) a w(t).
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Spektrum diskrétniho signalu

Spektrum diskrétniho signalu

Diskretizaci (vzorkovani) signalu je mozné vyjadfit jako soucin spojitého signalu x(t) a
vzorkovaci funkce (v idealnim pfipadé posloupnost Diracovych pulsu posunutych v ¢ase).

X, (1)=x(t) > 5(t-KT,)= > x(kT,)s(t—kT,)
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Fourierova transformace signalu x,(t) je dana konvoluci spektra spojitého signalu x(t) a
spektra vzorkovaci funkce. V literatufe je Fourierova transformace diskrétnich signall

oznacovana zkratkou DTFT — discrete time Fourier transform.



Spektrum diskrétniho signalu

x(t)
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Spektrum vzorkovaci funkce je periodické s periodou fs = 1/Ts. Konvoluci spektra signalu x(t)
a spektra vzorkovaci funkce tedy dochazi k periodizaci pavodniho spektra. Spektrum
vzorkovaneého signalu je tedy periodické.



Diskrétni Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace

Ukazali jsme, Ze spektrum diskrétniho signalu je periodickou funkci - je tedy postacuijici
znalost spektra signalu pouze v intervalu periodicity. Pro vypocCet spektra diskrétnich
signall se pouziva diskrétni Fourierova transformace (DFT)

N-1
1 _.2mkn
:—zxn]e N k=01,.,N—1
N
n

=0

Kde x[n] je n-ty vzorek diskrétniho signalu vzorkovaného se vzorkovaci frekvenci f..
Celkova délka signalu x je N vzorkl. Ve vtefinach tedy

N
fs
Diskrétni signal x o délce N vzork( &y DFT &y N vzork( spektra signalu

Spektrum diskrétniho signalu je spojitou funkci frekvence. Pomoci DFT vypocteme
hodnoty tohoto spektra na frekvencich

_ kS _Js
fr = N Af—N




Diskrétni Fourierova transformace

Dle definiCniho vztahu ziskame spektrum diskrétniho signalu v intervalu 0 Hz - M  fs

-------------------------------------------
*

Js Js Js
2 2

Vzhledem k periodicité spektra (perioda f;) diskrétniho signalu Ize hodnoty spektra na
frekvencich L az fs chapat jako hodnoty spektra na frekvencich — az 0.

Pro vypocet DFT se nejCasteji pouziva metoda rychlé Fourierovy transformace (Fast
Fourier Transform FFT).

Inverzni DFT

1 = .21kn
x[n] _NZ [kle! N n=01,.. N—1

Predpokladem pro korektni interpretaci vysledkld DFT je periodicita analyzovaného
signalu. V opacném pfipadé dochazi k tzv. leakage efektu (unik ve spektru) — lze fesit.
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Diskrétni Fourierova transformace

Frekvence analyzovaného signalu je 20 Hz, délka signalu je 1 vtefina (20 period signalu). Spektrum DTFT
je dano konvoluci spektra harmonické slozky s frekvenci 20 Hz (8(f+20) a 6(f-20)) a spektra pravouhlé
funkce (funkce sinc). Vzhledem k tomu, Ze je délka signalu 1 vtefina, budou lokalni minima spektra na
nasobcich 1 Hz od 20 Hz, kde se nachazi maximum spektra. Frekven¢ni osa DFT je rozdélena tak, ze
DFT je vyhodnoceno jak v lokalnim maximu, tak také v lokalnich minimech DTFT.
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Diskrétni Fourierova transformace

Frekvence analyzovaného signalu je 20 Hz, délka signalu je v tomto pfipadé 1,025 vtefiny (20,5 periody
signalu). Vzhledem k tomu, Ze je délka signalu 1,025 vtefiny, budou lokalni minima spektra na nasobcich
0,976 Hz od 20 Hz. Frekvencni osa DFT je rozdélena tak, Ze DFT neni pro 20 Hz vyhodnocena, ale je

vyhodnocena na okolnich frekvencich. DalSim dusledkem, Ze DFT neni vyhodnocena v lokalnich

minimech DTFT a tudiz ziskame nenulové koeficienty DFT také na frekvencich, které ve skuteCnosti

nejsou v analyzovaném signalu obsazeny!
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Diskrétni Fourierova transformace

Jednou z moznosti jak se vyhnout leakage efektu je upravit délku signalu, aby vyhovovala podmince
periodiénosti signalu. Vzhledem k tomu, Ze frekvence harmonickych komponent signalu dopfedu
nezname (proto provadime frekvencni analyzu) nelze zpravidla prvni moznost efektivné vyuzit. Jinou
moznosti je vynasobit signal s vhodnou okénkovou (vahovou) funkci, ¢imz vznikne periodicky signal, a
az poté pocitat DTF.
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Diskrétni Fourierova transformace

Porovnani DTFT neperiodického signalu, DFT neperiodického signalu a DFT neperiodického signalu
vazeného Hanningovou okénkovou funkci,
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Diskrétni Fourierova transformace

Porovnani DTFT neperiodického signalu, DFT neperiodického signalu a DFT neperiodického signalu
vazeného Hanningovou okénkovou funkci,
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Diskrétni Fourierova transformace

Existuje cela fada okénkovych (vahovych) funkci, které maji odliSné parametry (Sifka hlavniho
vrcholu/potlaceni postrannich vrchold). Volba vhodné okénkové funkce vzdy zalezi na povaze
analyzovanych signall a také na ucelu jejich zpracovani. Vliv vahové funkce na amplitudy spektra
signalu je vzdy nutné kompenzovat:
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Kratkodoba Fourierova transformace

Kratkodoba Fourierova transformace (Short Time Fourier Transform STFT)

Jestlize se parametry analyzovaného signalu v Case méni, nelze tyto zmény pomoci DFT postihnout.
Pro sledovani zmén parametrl signalu se pouziva STFT

Zakladni princip — rozdéleni signalu na kratSi useky, u kterych Ize pfedpokladat (alespor micky)
stacionaritu (neménnost parametrd) a tyto useky zpracovat pomoci DFT samostatné.
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Zobrazeni vysledku ve formé spektrogramu — barevna mapa nebo 3D graf
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Kratkodoba Fourierova transformace

frequency [Hz]

time [sec]
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Vzorkovani signalu

K tomu aby mohly byt analogové signaly zpracovany Cislové, museji byt

diskretizovany. K diskretizaci analogovych signalu se pouzivaji A/D prevodniky.

Diskretizace probiha na dvou urovnich

* Vv urovni — kvantovani: Méfeny analogovy signal mize v hodnotach nabyvat
libovolnych hodnot z oboru realnych Cisel. Hodnota diskretizovaného signalu
vSak je uchovana v konec¢né velké pameéti Cislicového zafizeni — pomoci
definovaného poctu bitl. Dochazi tak k diskretizace urovné signalu — signal
muUZzZe nabyvat jen jedné z kone¢ného poctu hodnot, které jsou od sebe

vzdaleny o kvantizacni krok
__ XMAX — XMIN

2N —1
Hodnoty Xyax @ Xy Uruji rozsah méfici karty a N stanovuje pocet bitt A/D
prevodniku
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Vzorkovani signalu

v €ase — vzorkovani: Hodnota méreného signalu je definovana v kone€ném
poCtu ¢asovych okamziku. Zpravidla se pouziva ekvidistantni vzorkovani v
case, tj. signal je vzorkovan v Casech T (perioda vzorkovani) a jeho
celoCiselnych nasobcich. Prevracena hodnota T, je frekvence vzorkovani f..

x[n]=x(nT,)

Vzorkovaci teorém
fs > 2 fmax

Vzorkovaci teorem fika, ze vzorkovaci frekvence f, by méla byt alespon 2x
vétsSi, nez je maximalni frekvence nékteré z komponent meéreného signalu. V
praxi se pouziva

fs > 2,56 fmax

Pokud je vzorkovaci frekvence zvolena podle vzorkovaciho teorému je signal
korektné vzorkovan v Case a Ize signal zpét prevést do analogové podoby
pomoci D/A prevodniku.

V opaéném pripadé dochazi k aliasing efektu.
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Vzorkovani signalu

v €ase — vzorkovani: Hodnota méreného signalu je definovana v kone€ném
poCtu ¢asovych okamziku. Zpravidla se pouziva ekvidistantni vzorkovani v
case, tj. signal je vzorkovan v Casech T (perioda vzorkovani) a jeho
celoCiselnych nasobcich. Prevracena hodnota T, je frekvence vzorkovani f..

x[n]=x(nT,)

Vzorkovaci teorém
fs > 2 fmax

Vzorkovaci teorem fika, ze vzorkovaci frekvence f, by méla byt alespon 2x
vétsSi, nez je maximalni frekvence nékteré z komponent meéreného signalu. V
praxi se pouziva

fs > 2,56 fmax

Pokud je vzorkovaci frekvence zvolena podle vzorkovaciho teorému je signal
korektné vzorkovan v Case a Ize signal zpét prevést do analogové podoby
pomoci D/A prevodniku.

V opaéném pripadé dochazi k aliasing efektu.
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Aliasing efekt

Co je to aliasing efekt?

Uvazujme signal s frekvenci 10 Hz a vzorkujme ho se vzorkovaci frekvenci 60 Hz.
Vzorkovaci teorém je v tomto pripadé spinén a frekvence diskrétniho signalu je
spravnych 10 Hz.
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Aliasing efekt

Nyni uvazujme, Ze stejny signal vzorkujeme s frekvenci 18 Hz. VVzorkovaci teorém
je v tomto pfipadé splnén neni a zdanliva frekvence diskrétniho signalu je
chybnych 8 Hz. Co se stalo?
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Aliasing efekt

Pfi nedodrzeni vzorkovaciho teorému dochazi k jevu, kdy se ve skuteCnosti vysSi
frekvence zdanlivé tvari jako frekvence nizsi.

Frekvence signalu vyssi nez f /2 se ,pfeklopi” okolo bodu f,/2 do nizSich frekvenci.
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Aliasing efekt

Jak mUzeme aliasing efektu zabranit?

» Pouzit vzorkovaci frekvenci dostatecnou k tomu, aby byl spinén vzorkovaci
teorém. Ne vzZdy je to vSak mozné. Prumyslové méfici karty maji vzdy koneéné
velkou vzorkovaci frekvenci.

» Pouzit anti-aliasing filtr. Jedna se o filtr typu dolni propust, ktery vSechny
frekvencni slozky signalu vetsi nez /2,56 potlaci. Méfici karty maiji tento filtr jiz
zpravidla implementovany jako svoji soucast.

185 - Extrémni pripad — pouzitim pomalejsiho
S vzorkovani s anti-aliasing filtrem jsme ztratili
S f =50kHz . . v _evy s . , /
s informaci o Spickach v signalu, které se
17.5 . . Vv 7 s
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