Aplikace kybernetiky ve strojirenstvi

2. Moznosti popisu dynamického systému,
cast 1

Ing. Jan Jakli, Ph.D.

Podpofeno v ramci projektu CZ.1.07/2.2.00/15.0383 ™3
Inovace studijniho oboru Dopravni a manipulacni technika Ef evropsiy 7 £
(= 4 fondvCR EVROPSKAUNIE | MLADESE A TELOVIOHOVY. 6 komibeammmmepiost

s ohledem na potieby trhu prace ATELOGHow
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Rozdéleni informacnich technologii

Rozdéleni informacnich technologii
Prostfredky — hardware, systémovy software
Metody — software, aplikaCni software

Y1

Sg — subsystém s vazbami silovymi,
energetickymi, momentovymi....

S, — informacni subsystém

u — vstupni informacni vazby

y — vystupni informacni vazby

K ¢emu slouzi metody informacnich
technologii?

popis Sg

modelovani S¢

odhad parametru a stavu S¢
diagnostika S¢

navrh S, pro ucely fizeni a regulace




Popis dynamického systému

Zakladni rozdéleni:

» Vnéjsi popis — charakterizace vztahu mezi vstupem a vystupem systemu

vstup
—>

u(t)

SE
Black box
?

vystup
—>

y(t)

» Vnitini popis — charakterizace vztahu mezi vstupem, stavy a vystupem
systéemu. Stav systéemu muze mit fyzikalni vyznam, napr. draha, rychlost,
nebo muze byt abstraktni, napr. linearni kombinace jinych sloZzek stavu

vstup
u(t)

SE
stav — x,(t),..., x,(t)

x1(t) = x,(t)
X, (t) = x3(¢)
x3(t) = -+ u(t)
y(t) = x,(t)

vystu
ystup

y(t)



Metody vnéjsiho popisu

Popis statickych viastnosti systemu — popis viastnosti systéemu v ustaleném
stavu

» Staticka charakteristika

» Statické zesileni

Popis dynamickych vlastnosti systému

» Prechodova funkce, prechodova charakteristika
» Impulsni funkce, impulsni charakteristika

» Diferencialni rovnice

» Obrazovy prenos

» Pdly a nuly systemu, ¢asove konstanty



Linearni systéemy

Linearni systemy
Jestlize systém Sg je linearni, potom plati princip superpozice:

y(t)=f[C,-u (t)+C,-u, (t) |=C,f[u, (t) |+ C, [ u,(t) ]

y(t) =Cy; (t) +C,Y, (t)

To znamena, Ze pokud na systém pusobi vice vstupnich veli€in (napf. akeni
veliina regulatoru a porucha), miZzeme analyzovat odezvy systému na
jednotlivé vstupy oddélené. Celkova odezva je pak dana souctem jednotlivych
odezev systému.

Linearni dynamickeé systemy

Dynamické systémy se vyznacuiji tim, ze vyvoj jejich vystupu (nebo stavu)
nezavisi pouze na aktualni hodnote, ale také na hodnotach predchozich. Na
rozdil od statickych systému, kdy se vstup s urcitou modifikaci ihned pfenasi na
vystup systému. Pro linearni dynamické systemy budeme dale pouzivat
zkratku LDS - linear dynamical systems.



Popis statickych vlastnosti systému

Staticky popis - zavislost vystupu systému na vstupu systéemu v ustalenem

stavu.

Staticka charakteristika

Vyjadreni zavislosti ustalenych hodnot vystupu systému na ustalenych

hodnotach vstupu systému ve formé grafu.
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Popis statickych vlastnosti systému

Staticka zesileni

Staticka charakteristika linearni systemu je primka, prochazejici poCatkem.
Statické zesileni je rovno smérnici statické charakteristiky.
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Popis dynamickych vlasnoti systému - LDS

Popis statickych viastnosti systemu — popis viastnosti systéemu v ustaleném
stavu

» Staticka charakteristika

» Statické zesileni

Popis dynamickych vlastnosti systému

» Prechodova funkce, prechodova charakteristika
» Impulsni funkce, impulsni charakteristika

» Diferencialni rovnice

» Obrazovy prenos

» Pdly a nuly systemu, ¢asove konstanty



Prechodova funkce

Prechodova funkce

Pfechodova funkce h(t) je odezva systému na jednotkovy skok 1[t]. Z prubéhu
pfechodové funkce muzeme ziskat dulezité informace o dynamice daného
systému. Prechodovou funkci urCujeme analyticky, na zakladé matematicko-
fyzikalniho modelovani a nebo mérenim.

Prechodova charakteristika — Casovy prubéh pfechodové funkce systému.

Zpusob méreni:

« Systém je v ustaleném stavu a vstupni veli€ina nabyva hodnoty 0.

* Na zaCatku méreni (t = 0) zménime hodnotu vstupni veli€iny systému z 0 na
hodnotu 1.

« Mérenim vystupni veliCiny systému ziskame prechodovou charakteristiku.



Prechodova funkce
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Prubéh pfechodové charakteristiky souvisi s dynamickymi vlastnostmi daného systému.
Z pfechodové charakteristiky I1ze jednoduse odecist statické zesileni — jelikoz je vstupem

Z i
e k= (o)

Ta — aproximativni Casova konstanta, doba za kterou vystup systému poprvé dosahne
63% z ustalené hodnoty. 10



Impulsni funkce

Impulsni funkce
Impulsni funkce g(t) je odezva systému na Diracuv (jednotkovy) impuls &(t).

Vlastnosti Diracova impulsu:
5(t—t,)=0,t#t,

Ta(t)dtzl

Vzorkovaci vlastnost:

[ X()5(t—t,)dt = x(t,)

Impulsni charakteristika — Casovy prubéh impulsni funkce.
Zpusob mérfeni:
« Systém je v ustaleném stavu a vstupni veli€ina nabyva hodnoty O.

* Na zacCatku méreni (t = 0) je na vstup systému priveden Diractv impuls d(t).

« Mérenim vystupni veli€iny systému ziskame impulsni charakteristiku.

11



Impulsni funkce
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Prabéh impulsni charakteristiky souvisi s dynamickymi vlastnostmi daného
systému.
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Impulsni funkce

Diractv impuls je fyzikalné nerealizovatelny, z tohoto divodu se pro vybuzeni systému pfi

méreni impulsni charakteristiky pouziva jednotkovy impuls.

Jednotkovy impuls

u(t)

1/e

Je dulezité vhodné zvolit délku impulsu €.
Doporucena volba: e < T,, (¢ £0.1.T))

Pokud je € voleno pfilis malé, nedojde k
zadanému vybuzeni systému, coz zanese
velkou chybu do méfeni impulsni
charakteristiky.

Diractv impuls je limitnim pfipadem jednotkového
impulsu
lims(£)=5(t)

&—0

13



Vztah prechodové a impulsni funkce

Jednoznaénym popisem LDS je jeho pfechodova, nebo impulsni funkce. Z jejich znalosti
|ze urcit vystup systému y(t) na libovolny vstup u(t).

u(t) Se y(t)
9(9), h(Y

Vystup systému y(t) je dan konvoluci impulsni funkce g(t) a vstupu u(t).
y (t) =g (t) % (t) konvolutorni soucin

y(t)= [ g(cu(t-r)dr

- konvolutorni integral

0

y(t): J. u(r)g (t—T)dZ'

—00

Mezi impulsni a pfechodovou funkci plati vztah:

14



Vztah prechodové a impulsni funkce

cas [s]

Okamziky, kde h(t) nabyva nékterého z extrému (minima, maxima) se shoduiji s
okamziky, kdy g(t) prochazi nulou.

15



Linearni diferencialni rovnice

Popis LDS pomoci linearni diferencialni rovnice (LDR)

Dale se omezime pouze na linearni Casové invariantni systémy, tj. systémy s konstantnimi
parametry. Pro tento druh systému se pouziva oznaceni LTI systém — linear time-invariant
system. Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi parametry

Y7 () +a, .y () +.--3y (1) =b,u™ (1) +...bu (t)

dy(t
kde y™(t) znadi derivaci n-tého fadu funkce y(t) podle &asu, tj. y" (t)= d}:f )

Vektory a = [a,.q,...,a,]T @ b = [b,,...,b,]T nazyvame vektory parametrl. Reseni vyse
uvedené LDR je dano souctem homogenniho (obecného) feseni (u(t) = 0) a partikularniho
feSeni nehomogenni rovnice.

y(t)= Yo (t)+y, (1)

Vypocet obecného (homogenniho) feSeni LDR vede na feSeni charakteristické rovnice

A"+a A+...+al+a,=0

16



Linearni diferencialni rovnice

Pokud ma tento polynom n, realnych kofenu A; a n, komplexnich kofenu A; (vzdy po dvou
komplexné sdruzenych) pficemz musi platit n, + n, = n, pak Ize obecné feSeni LDR zapsat
ve tvaru:

che@%Zceﬂ‘ che*kHLZce "sin(Im(4, )t +9)

!

o e M sin(im (A"t +4)

178

2T = Im[llj
tas [s]

Podminka fyzikalni realizovatelnosti LDS

cas [5]
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Laplaceova transformace

Laplaceova transformace
Laplaceova transformace je integralni transformaci s jadrem e P!, kde p je komplexni

proménna p =0 + jw. -
Y(p)=L[y(t)]=[y(t)-e"dt
0

Y(p) je Laplaceuv obraz funkce y(t) (y(t) se také oznacuje jako original Y(p)).
Podminky existence Y(p)
« funkce y(t) je jednoznacCna a po usecich hladka
« funkce y(t) = 0, pro t<0 (kauzalita)
- funkce y(t) je exponencialniho Fadu, tj. [|f(t)e'dt<e pro o, > 0.
0

Inverzni Laplaceova transformace

y(t)= LY (p)]= 5~ (p)erdt = Srest (py)e”

2] g

resY(p;) oznacuje residuum funkce Y(p;) (hodnotu funkce Y(p) pro p = p)).

18



Laplaceova transformace

Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

Linearita y(t) =k, -y, (t)+K, -y, (t)
Y(p)=k Y,(p)+k, Y, (p)

Véta o obrazu ¢asoveé derivace funkce

L{y'(t)}=p-Y(p)-y(0)

n-1

L{y™ (1)} =p"-Y (p)-D p"* -y (0")

k=0

Véta o obrazu integralu funkce

Véta o pocéatecni hodnoté
limy(t)=1limp-Y(p)

t—0 p—

Véta o koncové hodnoté
limy(t)=limp-Y(p)

t—o0 p—0

19



Laplaceova transformace

Priklad:

Vypoditejte Laplaceovu transformaci funkce y(t) = sin(3t) + e-3.,

Pfi vypocCtu vyuzijeme linearitu Laplaceovy transformace.
L{y(t Ism (3t)e ™dt +je Sle Mgt

eJ3t e ’3‘ IOtdt+J'e P gt

( (pridt _g-(peio) )dt+Ie "3t

1 3 1
+ =———+
—13 p+J3 p+3 p°+9 p+3
Laplacelv obraz funkce y(t) je komplexni funkci komplexni proménné p.

Pro zakladni funkce byla sestavena ,prevodni“ tabulka, se kterou Ize snadno pouzit pro
dopfednou i zpétnou Laplaceovu transformaci.

20
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Laplaceova transformace

Tabulka Laplaceovy transformace

y(t) Y(p)
1
1 I @
n!
tn pn+1
at 1
: . ®
. b
sin(bt) b '
cos(bt) > Ebz ‘
e™ f (t) F(p_a)
eattn n!
(p_a)n+l
at ox b
e sin(bt) (p-ay +b’
p-a
e® cos(bt) (p-a) +b?
: 2b
tsin(bt) (p2+Fl:))2)2
p2 _b2
tcos(bt) T

22



Obrazovy prenos

Obrazovy prenos

u(t) y(t)
Se —

U(p) Y(p)

Obrazovy prenos je definovan jako podil Laplaceova obrazu vystupni veliCiny Y(p) ku
Laplaceove obrazu vstupni veli€iny U(p), pfi nulovych poCateCnich podminkach (dale jen
n.p.p.), 4. u(ty) =0, y(ty) = 0,...

n.p.p.

Y(p) je polynom obecné stupné n a U(p) je polynom obecné stupné m.
Podminka fyzikalni realizovatelnosti systému:

n=m

23



Obrazovy prenos

ProC zavadime obrazovy prenos?

* umoznuje jednodussi analyzu S¢

* umoznuje jednodussi navrh S, jako regulatoru pro Sg

« umoznuje jednodussi vyjadfeni soustavy vice S¢ propojenych informacnimi vazbami —
algebra blokovych schémat.

Dale budeme misto oznacCeni F¢c(p) pouzivat pouze F¢(p).

24



Obrazovy prenos

Vypocet obrazového prenosu pro systém popsany LDR:
Y () +a, Y () +...a,y(t) =b,u™ (t)+...byu(t)
Aplikujme Laplaceovu transformaci na levou i pravou stranu LDR:
L{y™ (1) +a, " () +. -3,y (1)} = L{bu™ (1) +...bu (1)}
L{y™ ()} +a, Ly (O} +.+ 3L {y (t)} =b, L{u™ (t)}+..,L {u(t)}

Pfi vypoctu vyuzijeme linearitu Laplaceovy transformace a vétu o obrazu derivace funkce.

p"Y (p)+a,,p"Y(p)+...a,Y (p)=b,p"U(p)+...bU (p)

() Y (D) B(B) "t
> p) P +a,,p"+...+a

25



Obrazovy prenos

V nékterych pfipadech se pouzivaji i jiné zapisy prenosové funkce.
1.

+...+1 —
K b, p"+...+1

‘ap'+a ptt+...+l

b,
b, p" +...+D, b, "
FS ( p) ~ n-1 = 1 a
p +a, ,p +...+a, a, = pn g St o
8 CN
kde k. je statické zesileni systému, které udava jak se vstupni signal pfi prachodu
systémem zesili (popf. zeslabi).
2. Jelikoz jmenovatel i Citatel pfenosové funkce jsou polynomy, mizeme pfenosovou funkci zapsat ve

tvaru soucinu kofenovych Cinitelu:

. (p)-= b p"+...+b, :bm(p—nl)(p—nz)...(p—nm)
° p'+a, P+ +a,  (p-p)(P-p,)(P-P,)

=
o

Pély systému
Poly systému jsou takové hodnoty p;, i = 1,...n, pro které plati a(p=p;) = 0.

Fs(pi):ioo

Nuly systému
Nuly systému jsou takoveé hodnoty n;, j = 1,...m, pro které plati b(p=n;) = 0.

F

s(n;)=0

Poly i nuly systému mohou byt realné, komplexné sdruzené a nebo ryze imaginarni.
Poloha po6lU a nul v komplexni roviné charakterizuje dynamické vlastnosti LDS. 26



Obrazovy prenos

3. Zapis obrazoveho pfenosu ve tvaru ¢asovych konstant

Fs(p)= b, p"+ ...+, :b_O(Tlp"‘l)(sz-l-l)...(rmp+l)
s p'+a,,p" " +...+a, A, (T,p+1)(T,p+1)...(T,p+1)

Casové konstanty jsou rovny pfevracenym hodnotam zaporné vzatych péli a nul.

1 1

rj=——T=—=

n. p
j i
Pozor: poly a nuly musi byt realné.

27



Obrazovy prenos

Stupen astatismu
Stupen astatismu systému je roven poctu poélu systému v pocatku. Astatismus souvisi
integralnim charakterem systéemu.

Stupen derivace
Stupen derivace je roven poctu nul systému v pocatku.

b (p—n)(p-n,)..(p-n,, )

Rp)=p (p=p)(P=p,)-(P-Posy)

Pokud ma systém nektere nuly nebo poly v pocatku (p; = O, n; = 0) pak

k=n. — N, je pocCet nul v poCatku

=N, — P, p, je pocet polu v pocatku
kde k>0 urCuje fad derivace a k<0 fad astatismu. Pokud k=0, pak se jedna o systém
bez astatismu.

28



Obrazovy prenos

Rozklad na parcialni zlomky

kde rq,..., 1, jsou residua funkce F,(p).

Pro vypocet residui plati tyto vztahy
* jednonasobny pol
i =lim[F(p)(p-p)]

P— B

* nasobne poly
n-té residuum k-nasobného polu

o : 1 d* k
ri:!LT.{(k—n)!dpk‘”[F(p)(p_p‘) }}

Rozklad obrazového pfenosu, nebo obecné jakéhokoli Laplaceova obrazu néjaké funkce
se pouziva zejména pro zpétnou Laplaceovu transformaci (zpét do ¢asové oblasti).

29



Obrazovy prenos

Priklad:
LDS je popsan linearni diferencialni rovnici 2. radu:

y(t)+5y(t)+6y(t)=u(t)

UrCete prfenosovou funkci daného systému.
Vypoctéte statické zesileni a urCete nuly a poly systému.
Zapiste prenosovou funkci ve tvaru ¢asovych konstant.

Pfenosovou funkci rozlozte na parcialni zlomky a urCete zpétnou Laplaceovu
transformaci.

Predpokladejte, ze vSechny pocCateCni podminky jsou nulove.

Reseni 1:
L{3(t)+55(1)+ 6y ()} =L{u (1)}
p?Y (p)+5pY (p)+6Y(p)=U(p)

NP

Prenos systému tedy je

Y| _
Fs(p)—wnpp - p*+5p+6

30



Obrazovy prenos

Reseni 2:
Pro vypocet statického zesileni prfepiSeme pfenosovou funkci do tvaru

FS(p)=

1 _1. 1
p°+5p+6 6

1, 5

—p°+=-p+1

6 P 6 P

Statickeé zesileni je tedy k = 1/6.

Z uvedeného tvaru systému plyne, Zze nema zadnou nulu. Poly systému urCime jako

kofeny rovnice pz +5p+6=0
Rovnice ma rfeSeni p; =-2ap, = -3.
1
F(p)=
(F) (P+2)-(p+3)
Reseni 3:
Ze dvou polu systému vypocéteme dvé ¢asové konstanty
1 1 1 1
T =——==,T,=——==
P 2 p, 3
Prenosova funkce ve tvaru Casovych konstant
1 1

FS(p)zg(;ij.@pﬂJ

31



Obrazovy prenos

Reseni 4:

Systém ma dva rizné poly a pro vypocet rezidui (dvou) pouzijeme vztah
i =lim[F(p)(p-p)]

Pro jednotliva rezidua plati

T r!Ln-]z (p+2)-(p+3).(p+2)_ o
: 1
2= FI’I—>n—13 (p+2)-(p+3).(p+3)_ o

32



Obrazovy prenos

Reseni 4:

Systém ma dva rizné poly a pro vypocet rezidui (dvou) pouzijeme vztah

ri:FI)i_)rrgi[F(p)(p—pi):l

Pro jednotliva rezidua plati

=i - 2
- (p+2)-(p+3) (p+2)
= i : 3
2= (p+2)-(p+3) (p+3)
PFenos ve tvaru parcialnich zlomku
1 1
F = -
(P) p+2 p+3

Zpétna (inverzni) Laplaceova transformace

f(t)le{FS(p)}le{ L }—Ll{i}ze toe?

p+2

33



Obrazovy prenos

f(t)
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Urceni odezvy systému z obrazoveho prenosu

Vypocet odezvy systému z obrazového prenosu
V pfipadé, ze pro dany vstup u(t) existuje jeho Laplacelv obraz U(p), mizZeme stanovit
odezvu systému na zakladé obrazového prenosu systému.

w):% = v(p)-F(p)U(p) mmp ¥(D)=U{r(p)}=L*(F(p)U(p))

Specialni pripady
Impulsni funkce
Odezva systému na diractv impuls &(t).

u(t)=3() - (p)=1 Tojsme
3(0)= ()= LG (p)) = L[ (p)U (p)) =L P (o ()} reenosm

Pfenos systému je tedy Laplaceova transformace impulsni funkce.
Prechodova funkce
Odezva systému na jednotkovy skok 1[t].

h(t)=y(t)=L7{H (p)} =L {F (p)U ()} = Ll{ S E)p)} 35



Urceni odezvy systému z obrazoveho prenosu

Priklad: Ze zadaného obrazového prenosu urCete impulsni a pfechodovou funkci systému

2
FE(p) = ——")

Jedna se o systém 1. radu.

Reseni:
VypocCet g(t)
2
— -1 —7-1 — 9. -4t
gt) =L H{K{@P)} =L {p+4} 2-e
Vypocet h(t):
1. Integraci g(t) 1. S vyuzitim pfenosové funkce
t t
h(t) = [~ {ER -1 f 2
h(t) = jg(r)dr = 2-je“”dr = (©) 1{ 119 }1 1{p-(p+4)}
—7-1)-.-_=. — =
0 ’ 0 B {2 p 2 p+4}_
—_ . __ ,—4t _1 _l —4t
-2 (1—e™) _zl[t] 2 €

36
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