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Laplaceova transformace

1. Vypoctete Laplaceovu transformaci nasledujicich funkci:
a) y(t)=e™
b) y(t)=sin(et

(
c) y(t
(

d) y(t)=esin(wt)+cos(3amt)

Reseni:
a) Pro urCeni Laplaceova obrazu funkce y(t) mame v podstaté dvé moznosti. Prvni z
nich je vyuziti defini¢niho vztahu pro Laplaceovu transformaci:

1 1

_ _Oc —pt _OO —3t —pt _OO ) —(p+3)t°°__
Y(p)—L{y(t)}—!y(t)epdt—z[e epdt—z[e dt = p+3[e l,‘p+3

Druhou moznosti je vyuZiti existujicich slovnikt®, ve kterych jsou Laplaceovy
obrazy zakladnich funkci. Podle slovniku Laplaceovy transformace plati:

Y(p):L{e""t}zﬁ
1

Dosazenim a = -3ziskame vysledek Y (p)= oy
p+

b) Vypocet Laplaceova obrazu s vyuzitim defini¢niho vztahu:
S vyuzitim trigonometrickych vztahti mizeme funkci y(t) zapsat ve tvaru
) ejwt _ efj(ut
y(t)=sin(at)= — Tedy
J

o0

1 it et o 1 1 1 1 2jw @

Y(p):L{y(t)}:_'I(eJt_eJt)e Pdt = T | T 2J 2 2 2
2] 2]\ p-Jo pt+jo) 2]p+o° pt+o

Pfi vypoétu jsme vyuzili vysledku z bodu a) a linearitu Laplaceovy transformace.

Podle Laplaceova slovniku plati

b

Y(p)= L{Sin (bt)} = YR Po dosazeni b =@ ziskdme vysledek.
+

€) Vypocteme pomoci slovniku Laplaceovy transformace

Y(p)=L{e" sin(bt)}:m.

Po dosazeni a=-2a b=2w ziskdme kone¢ny vysledek

! Slovnik naleznete v prezentaci k druhé prednasce.
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d) Pfi vypocétu Laplaceova obrazu Y(p) vyuZijeme linearitu Laplaceovy transformace,
tedy

Y (p)=L{e"sin(at)+cos(3at)} = L{e* sin(at)} + L {cos(3at)} .
S vyuzitim slovniku Laplaceovy transformace ziskdme vztah

Y(p)= L{eat sin(blt)} +L{cos(hyt)} = (p—:;z e + 7 Ebzz :

Po dosazeni a=5, b = a b, =3w ziskdme konecny vysledek

® p
Y = .
(p) (p—5)2+a)2+p2+9a)2

2. S vyuzitim slovniku Laplaceovy transformace vypoctéte Laplaceovy obrazy funkci:
a) y(t)=e"+cos(4xrt)

(t)=sin(3xt)+e* cos(rt)
(t
(t
(

t

c) vy e *sin(2zt)+tsin(4xt)

t

w

o
~
<

)
)
)
)

e) vy e’sin(6xt)+e 't



Obrazovy prenos

1. Systém je popsan linearni diferencidlni rovnici® s konstantnimi koeficienty S nulovymi
pocatecnimi podminkami (n.p.p.)

y® (1) +3y" (1) +5y (1) - 25 (1) + 4y (1) + y(t) =2u® (t)— G (t)+ 30 (t) +u(t)
Urcete obrazovy pfenos tohoto systému.

Reseni:

Aplikujeme Laplaceovu transformaci na levou i pravou stranu linearni diferencialni rovnice.
Pti vypoctu vyuzijeme linearity Laplaceovy transformace a vétu o obrazu derivace funkce.
Linearita:

L{y® (1) +3y (t)+5y" (t) -2y (1) +4y (t) + y (1)} = L {2u®) t)—u (t)+ u(t) }
L{y® ()} +L{3y® (0)}+ L {5y (1)} + L{-29(t)} +L
L{y® () +3L{y" ()} +5L{y® (t)} 2L {y (1)} +4L

Obraz ¢asové derivace:

+L{-
y(t)}+L{y(t)}=2L{u t)} L{u t)}+3L{

O+ Lu);
)j+L{u(®))

p°Y (p)+3p*Y (p)+5p% (p)-2p*Y (p)+4pY (p)+Y(p)=2p™U(p)-p°U(p)+3pU(p)+U(p)

(p°+3p*+5p°—2p° +4p+1)Y (p)=U (p)(2p° - p* +3p+1)

Nyni vypocteme pienos systému

F(p):Y(p)| _ 2p—p®+3p+1
p°+3p*+5p°—2p° +4p+1

n.p.p.

2. Vypoctéte obrazovy prenos systému popsaného LDR s n.p.p.

3y (1) -y (1) + 29 (1) +4y(t)+3y(t) =t(t)—u(t)+3u(t)

ResSeni:
Aplikujeme Laplaceovu transformaci na ob¢€ strany diferencidlni rovnice.

L{3y(4)(t)—y(3)(t)+2y(t)+4y(t)+3y(t)}:L{U(t)—u’(t)+3u(t)}

LYY (Of - L{y? O +2L{g (O} + 4L {y (O} +3L{y (1)} = L{g (O} - L{u (O} +3L {u (1))
PU(p)~pU (p)+3U(
pU (p

3p*Y (p)- p"’Y( )+2p*Y (p)+4pY (p)+3Y(p)= p)
3p" (p)-p*Y (p)+2p* (p)+4pY (p)+3Y (p)=pU(p)-pU(p)+3U(p)
(3p —p*+2p? +4p+3) (p ):(p —p+3) (p)

2 pokud nebude uvedeno jinak, budeme v dalsim uvazovat pouze linearni diferencialni rovnice (LDR)
S konstantnimi koeficienty.



Ptenos systému

F(p)=Lp) = b =psS

U(p) 3p*—p®+2p°+4p+3

n.p.p.

3. Vypoctéte obrazovy prenos systému popsaného LDR s n.p.p.

2y () +3y* () +2§ (1) + y(t) =u® () (t)+u(t)

ReSeni:
Aplikaci Laplaceovy transformace na levou i pravou stranu diferencidlni rovnice ziskame

L{2y(4)(t)+3y(3)(t)+2y(t)+y(t)}:L{u( (t)-u(t )+u(t)}

2L{y" ()} +3L{y® (1)} +2L {5 (1)} + { ) =L{u® ()} - L{u(t)}+ Lu(t)}
2p™ (p)+3p% (p)+2p% (p)+Y (p) =PV (p)- pU(p)+U(p)
(2p*+3p+2p” +1)¥ (p)=U (p)(p —p+1)

Obrazovy pfenos

Y(p) p’—p+l
F(p)=—P)}  _
(p) U(p)n.p‘p. 2p*+3p°+2p*+1

4. Vypoctéte obrazovy prenos nasledujicich systému popsanych LDR s n.p.p.
2 v<t>+zy<>+y<t)=u<t>
B) ¥ (1)~ 9(t) +45(t)- y() = (1) +u(t)
) (t)+2y '(t)+39(t)+4y(t) -y (t)=u(t)
d) 4y5(t) 2y (£)+3y® (t) =2y (t)+y(t) = =30 (t)+u(t)+u(t)
)y (1) 2y () -29(t) + y(t) =u (t)-mu® (1) + 3u 1)

I%



Poly a nuly systému, ¢asové konstanty a statické zesileni
1. Systém je popsan obrazovym pienosem

p+3
F(p)=—ro .
(p) p°+2p+1

Vypoctéte poly a nuly systému, dale pak jeho ¢asové konstanty, statické zesileni a
ustalenou hodnotu vystupni veli¢iny, jestlize na vstupu systému bude ptisobit signal 2[t]
(U(p)=2/p). Zakreslete polohu polu a nul systému v komplexni roving.

Reseni:

Nuly, resp. poly systému ur¢ime vypoctem kofeni polynomi v Citateli, resp. ve jmenovateli
prenosové funkce.

+3 -n
()= (520070 (5-m

(P-p)(P-py)

Systém ma tedy jednu nulu n, = -3 a dvojnasobny pol p,, =-1
1

T T T T T T T
05 B
=
E- (1] T () B et e _
05|
-1 I I I | I I I
-4 -3 2 -1 0 1 2
Refp]

3 4
Nula i poly systému jsou realné a tudiZ je mozZné vypocitat casové konstanty systému. Casové
konstanty a statické zesileni ur¢ime zapsanim pienosu do tvaru

1/3p+1 ,p+1
F(p)=3 =K, - :
(p) (p+1)(p+1) (T,p+1)(T,p+1)

Casové konstanty systému tedy jsou z, =1/3s a T, =T, =1s. Statické zesileni systému Ks=3
Ustalenou hodnotu vystupni veli€iny vypocteme na zéklad¢ Véty o koncové hodnoté
fimy ()

=lim pY (p)=lim pU (p)F (p)

. 2 p+3
=limp—————-=
—0 pp +2p+l



2. Systém je popsan pfenosem

p’+4p+3
(p+4)(p®+4p+6)

F(p)=

Vypoctéte poly, nuly a statické zesileni systému. Zakreslete polohu poli a nul
v komplexni roving. Uréete ustalenou hodnotu systému, jestlize na vstupu systému bude
pusobit signal 3[t] (U(p) = 3/p).

Reseni:

Nuly a poly systému urc¢ime vypoctem kofent Citatele a jmenovatele prenosové funkce.

(p+1)(p+3)
(p+4)(p+2+iv2)(p+2-jv2)

F(p)=

Systém ma tedy dv€ nuly n, =-1 a n, =3, jeden realny pol p, =—4 a dvojici komplexné

sdruzenych pola p, =—2- jxﬁ ap,=—2+ j\/z

Relp]
Statické zesileni vypo€teme z upraveného tvaru obrazového prenosu
1, 4 1
p’+4p+3 p’+4p+3 1 3P rgPt
PP = T (nsapie) prep s22pizd 81 - 1. 11
(p+4)(p*+4p+ ) p-+op P+es ﬂp3+§p2+ﬁp+l

nebo piimo ze zadaného tvaru

1.4
p>+4p+3 3 3P T3Pt

(Pe)(p"«4p+8) 48[ 2 a2 pua)

V obou ptipadech vypocteme statické zesileni Ks=1/8.
Ustalenou hodnotu vystupni veli¢iny vypocteme opét na zakladé Véty o koncové hodnote.
3 p°+4p+3 9 3

my () =timpY ()=l pU (p)F ()= impS P02 28

F(p)=




3. Systém je popsan pfenosem

1
(p+3)(2p2+5p+2)'

F(p)=

Urcete poly a nuly, dale pak statické zesileni a ¢asové konstanty systému.
Reseni:
Nuly a poly systému urc¢ime vypoctem kotent Citatele a jmenovatele pfenosové funkce.

1
F(p)=2(p+3)(p+2)(p+0.5)

Systém tedy nema Zadnou nulu (resp. ma nulu v nekonec¢nu) a tfi realné poly p, =-3,

p,=—2a p,=-0.5.
Statické zesileni a Casové konstanty systému (poly jsou redlné) vypocteme stejnym zplisobem
jako u prikladu €. 1.
1 1 1
F(p)=2(p+3)(p+2)(p+05)=2-3-2-05 1 1 '
' ' [3p+1j(2p+1j(2p+1)
Casové konstanty systému jsou T, =1/3s, T,=0.5s a T, = 2s.

Statické zesileni systému Ks=1/6.

4. Vypoctéte poly, nuly, jejich polohu v komplexni roving, ¢asové konstanty (kde to jde) a
statické zesileni systém:

a) F(p)zpz+p+l

b) F(p)=(p+1)(ppf2p+l)

) F(p):(p2+3irfz+)?gz++24p+3)
MU= T

& F(p)- p>+3p+1

(p+2)(2p* +7p+3)(p* +4p+1)



Impulsni a pfechodové funkce

1. Vypoctéte impulsni a prechodovou funkei systému zadaného prenosovou funkci

1

F(p)=p+2.

Resent:

Upravou vztahu obrazového prenosu ziskame vyjadieni Laplaceova obrazu vystupu systému.
., y . : . - ] 3
Funkci vystupu v ¢asové oblasti vypocteme pomoci inverzni Laplaceovy transformace®.

F(p)=2 s v (p)=F(p)U(p) - y(t)=L*{¥(p)]

U(p)

Pro ur¢eni danych charakteristik je tedy nutné znat Laplaceovy obrazy Diracova pulsu a
jednotkového skoku.
Impulsni funkce:

U(p)=L{s(t)}=1

Y(p)=G(p)=F(p)U(p)=p12
9(t)=L*{G(p)f= L‘l{piz} e

Ptechodova funkce:

U(p)=L =
Y(p)=H(p)=F(p)U(p)=——— =S+

p(p+2) p p+2
Vypocet rezidui r1 a ry:

= lim[H (p)(p-p:)]= 'pﬁo{p(piz)p}:%
r,=lim [H(p)(p- pz]‘pﬂ{p(piz)(mz)}:—%
h(t)=|_—1{H(p)}=L—l{i_;}:l_le-zt:%(1_e_2t)

2p 2(p+2)

Nebo

Ig )dz = Ie zrdr———[ 27] =—= 2t+%.

® Vyuzijeme slovnik Laplaceovy transformace.



2. Vypoctéte impulsni a prechodovou funkci systému zadaného ptenosovou funkci

F(p)=; :

p+2)(p+3)
Reseni:
Stejné jako u prikladu €. 1 vypocteme Laplaceovy obrazy impulsni a piechodové funkce a
S vyuzitim inverzni Laplaceovy transformace vypoc¢teme impulsni a ptechodovou funkci
v ¢asové oblasti.
Impulsni funkce:
Y(p)=6(p)=F(PU(P)= =B s

(p+2)(p+3)_ p+2+ p+3

Vypocet rezidui r1 a ry:

7 = lim G(p)(p+2)]:§i£'_‘z (p+2)1

) ) 1
r,=1lim[G(p)(p+3)]=lim (+2)(p73)

g<t>=rl{e<p>}=u{ L L}

Piechodova funkce:

Y(p)=H(p)=F(p)U(p)= _h

Vypocet rezidui ry, I, a rs:

. 1 1

e e(p)<p)]=L.m[p(p+2)(p+3) p}é

s S 02

= Im[G(p) (23] i k(09|

-1 1)1 1 1 1 1 5, 1 4
h(O) =L {H(p)p=L {G_p_Z(p+2) 3(p+3)}:€_ie T3¢
Nebo
Z!.g(r)d’r:.[ —2r_ —3r)dT___[e—zr] Lz [—&] :__e +2+;e ;:%_%e—ﬂ_'_%e—?,t

10



3. Vypoctéte impulsni a prechodovou funkci systému zadaného ptenosovou funkci

Reseni:
Budeme postupovat jako v piedchozich pfipadech. Vzhledem k dvojnasobnému polu systému

se bude lisit vypocet rezidui pii rozkladu funkci G(p) a H(p) na parcidlni zlomky.
Impulsni funkce:

Y()=G(R)=F (R (p)= =

Vypocet rezidui r; a r7:

h="r= ;!Lml{lll ctljp[ () p+1)2}} ) ‘!Lml{dip[ﬁ( p+1)2}} B

2&=£L1{é[e<p><p”ﬂ}:5Lmlﬂ<pil>2(p”)zﬂ

1

Vypocet rezidui ry, I, a rs:

r, = lim H( p]_lplm{p—l)p}:l
g -t oo {3 et

1{5@<p><p+1)1}=m{[m(pﬂ)z}:1
h(t)zl‘_l{H(p)}zL—l{l_ a 2}=1—e_t—te‘t

p p+l (p+1)

Nebo

Ig J're ‘dz = per partes|——te’t+_|‘e’fdr 1-e'—te

11



4. Vypoctéte impulsni a ptechodovou funkei systému zadaného prenosovou funkci

F(p)= 2; (systém ma dvojici komplexné sdruzenych pola)
p°+4p+5

ResSeni:
Impulsni funkce:

Y(p)=G(p)=F(P)U(p)= e = ——

p*+4p+5 (p+2) +1
g(t)=L*{G(p)} = L‘l{(pTl)erl}:e‘2t sin(t)

V ptedchozim kroku jsme pro Gpravu jmenovatele prenosové funkce vyuzili doplnéni na

¢tverec. Pro vypocet impulsni funkce byl opét pouzit slovnik Laplaceovy transformace.
Vypocet Ize provést také rozlozenim pienosu na parcidlni zlomky, uréit inverzni Laplaceovu
transformaci a jeji vysledek dale upravit.

Piechodova funkce:

Y(p)=H(p)=F(p)U(p)= 1 I A

2 =7 *
p(p°+4p+5) P pP-P, P-P;
Pted vypoctem rezidui spocteme poly systému:

_ 4+16-20 -4+j2

= = =2+
12 5 > J

Vypocet rezidui ry, I, a rs:

. 1 !
= limiH (p)p}:'p'i"o{p(p2+4p+5)p}:§

=i —j)l= i 1 _ —1+12
= fim {H(P)(p+2 J)}_pﬂnzlj{P(mz i)(p+2+]j) (p+2 J}
1 ~1-j2

p—>-2—j p—>-2+]

p+2+J }

r,= lim {H(p)(p+2+j)}= lim {p(

p+2—J)(p+2+J

. L1 ~1+j2 ~1-j2 1 142 oy, 1= 2
h(t)=L"{H =L = -z i
() { (p)} {5p+10(p+2—j)+10(p+2+1)} 5 10 10

Vysledek dale upravime

h(t)= 1e (_HZJ gt 12 e“j _lie {—i(e“ +e’jt)+ﬂ(ejt —e ! )}
5 10 10 5 10 10

12



h(t) :%+2e2t {—%cos(t)—%sin(t)} :%—Ze2t {%sin(ﬁ%}%sin(t)} =
:%—Ze‘2t [Asin(t+p)+Asin(t+g,)]=

Kde pro A a ¢ plati vztahy:

A=A +A =1/—§

tg ()= Asin(g)+Asin(p,) 1
A cos(qp )+ A cos(p,) 2

V piechozich upravach jsme vyuzili vyjadieni funkci kosinus a sinus jako linearni kombinace

komplexnich exponencial a dale pak vztahy pro skladani harmonickych kmiti se stejnou

frekvenci a riznou amplitudou a poc¢atecni fazi.

—2e*Asin(t+¢)

gl

5. Vypoctéte impulsni a pfechodovou funkci nasledujicich systémui:

4

a) F(p):m

1
b) F(p)z—p(p+4)

1

) P =5 a0pes

2
) F(P)= i

13



Frekvencni charakteristiky

1. Vypoctete frekvenéni prenos a urcete pitimkovou aproximaci frekvenéni charakteristiky

systému
1
F =
( p) p+5
Reseni:

Jedna se o aperiodicky systém 1. fadu. Stanovime frekvencni pfenos systému dosazenim

p=jw:
. 1 1 5-jwo 5-jw
Fio)= =212 2218
5+ jo 5+ jw 5-jo 25+w

Vyjadiime si dale redlnou a imaginarni ¢ast funkce F ( ja))

@
. 5 1 1 . 0] 1 5
Re| F = == , Im| F == .
elFlio)l=gg 775 MFUO)] =57 =5—
1+— 1+ —
25 25
Vztahy jsme pievedli na tvar:
. 1 . ol

Z ¢asové konstanty T =1/5s vypocteme zlomovou frekvenci @, =1/T =5rad /s.

Amplitudova frekvencni charakteristika:

F (jo) = (Re[ F (i) | +m[F (joo) | = 1w2
| .
F (i), = 20109 ¢ —
l+£

Fazova frekvenc¢ni charakteristika:

¢(w)=arcty M = arctg [—%j :

Re[F(ja))]

Nyni miizeme urcit pfimkovou aproximaci frekvencni charakteristiky.
Pro o <5 plati

®* . 1)
2—5<<1, tedy ‘F(ja))‘dB = 20Iog£§j:_14,

14



pro w=>5 plati
2

w . 1
o 1, tedy \ (]a))‘dB Olog(sﬁj 17,

pro w>5 plati

w—2>>1,tedy\F(jw)\ =20log L zzolog(ljz—zmog(w).
25 2 w

dB
5 [
25

Féazovou frekvencni charakteristiku aproximovat nebudeme, stanovime vsak, ze vzhledem
k tomu, Ze systém nema zadnou nulu a ma 1 pol, tak se fazova charakteristika bude ménit

v zavislosti na frekvenci od 0° do -90° s tim, Ze pro w=>5rad /s je ¢(w)=—45°.

Biode Diagram

-10 T T
skut. pribéh
A5 F aproximace
—_ 20 —
m
=
&
5 sr .
C
[=]]
L+
= 30k _
a5k -
40 1 L
] T T
m
L]
=
o 45 | .
[5]
[+
=
o
gk . P | . ] . o]
107 10" 10' 107

Freguency (radis)

2. Vypoctéte frekvenéni prenos a urcete piimkovou aproximaci frekvencni charakteristiky
systému

1
p+0.1)(p+2)

F(p):(

ResSeni:
Jedna se o systém druhého tadu s realnymi pdly. Na tento systém miizeme nahlizet jako na
dva systémy v sé€riové vazbe.



1 1 1

F(p)= = R(p)-F(p)

(p+2)(p+10) p+2 p+10

Pro stanoveni frekvenc¢nich charakteristik budeme postupovat stejné jako u piedchoziho
ptikladu. Celkova amplitudova frekvencni charakteristika v dB je ddna souctem charakteristik
obou systémd.

Pro systém Fl( p) plati:

. 1 2- jo 2 . 1 1 .1 2
Fl(Ja)): = 2= 2 2 o 215 2
2+ jo 4+ 4d+o 4+w 21+£ 21+a)7 w, =2rad /s

\Fl(ja))\dB=20|og\|:l(ja>)\=20|og % ,

Im[ F,(jo)] o
=arctg —s———==arctg| —— |.
o (o) angRe[Fl(ja))] arcg( 2)
Pro systém Fz(p) plati:
@ T, =45
10 210

. 1 10- jo 10 .o 1 1 -1 10
FZ(Jw): T 2 = 2~ 210 TR P 2
10+ jo 100+~ 100+ @ 100+ @ 101+ @ 10l+ @ o,, =10rad /s
100 100

2
[0

100 1 1

‘Fz(ja))‘: 100( a)sz _E ) e

1+

1+ —
100

100

\Fz(jw)\dB:20|og\|:2(jw)\=20|og Sl ,

=arctg| —— |.

?, (a)) =arctg Re[ F ja))] 10

Im[FZ(ja))] a)j

16



Pfimkovéa aproximace:
Pro systém Fl( p)

pro o< 2 plati
o’ . 1).
- <1 tedy |F.(jo)|, =20log (E) =-6

pro o =2 plati

2
@

e (G 1 ).
i 1, tedy plati ‘Fl ( ja))‘dB =20log (mj =-9

pro @ > 2 plati

2
% > 1, tedy plati ‘Fl ( ja))‘dB =20log %% =—-20log(w)
®

4
Pro systém F, (p)

pro o <10 plati
a)—2<<1, tedy |F, (jo)| :20Iog(iji—20
100 B 10

pro @ =10 plati

2
@

r 1 1 :
2= =1, tedy plati [F, jo)], = 20log (m j: =

pro @ >10 plati

o’ : 1 1
m >>1, tedy ‘FZ ( ja))‘dB = 20|Og 57 =—20|Og(a)) .
100

17



Bode Disgram
D T T

shut. pribéh
aproximace F‘(p)
=20 aproximace F{p]
aprox. F (p)+F o)
40l
o
=
k)
= <60 -
C
=
o
=
a0k i
-100 - —
420 MR | AR | L1
1]
45 4
o
o
=
o 90 .
[z
o
=
o
-135 4
-8l & n M| n MR | L MR |

10 10 1’ 10 100
Frequency (radiz)

3. Vypoctéte frekvencni prenos a urcete pfimkovou aproximaci frekvenéni charakteristiky

systému
16
F(p)= o
p°+ p+16
Reseni:

Jedna se o systém druhého tadu, s dvojici komplexné sdruzenych polu.
Frekvenéni ptenos:
. 16 16 16 16—’ - jo
F(Ja)):.z. = 2, - 2, 2 -
(Ja)) +jo+16 16-0"+jo 16-0"+jo 16-0" - jo

16(16—(02) _ 160

) (16—602)2 + @’ - (16—(02)2+a)2

Amplitudova frekvenéni charakteristika:

18



] 1

\F(jw)\dB =20log ———
(2]
16 16

Zlomova frekvence frekvencni charakteristiky je @, = @, =4rad/s.

Fazova frekvenéni charakteristika:

¢(w)=arctg (_16? 2]

0

Ptimkova aproximace:
2

pro w < 4je f—6<<1 atedy |F(jo)| =20logl=0,

dB

2

pro w=4je %:l atedy |F(jo) =20log4=12,

dB

2

pro ws4je f—6>>1 atedy |F(jo)

dB

:20Iogl—§:24—4OIog ,
[0

Bode Diagram
20 . . —_— . —_—

skut. pribéh

aproximace

20 -

Magnituds (87

=30 -

_an -

50 -

50 . L) . PR |

K maximalnimu rozdilu mezi skutecnym prubéhem amplitudové charakteristiky a jeji
aproximace dochazi na frekvenci netlumeného systému a tato chyba je rovna —20log 2£ dB.
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Algebra blokovych schémat

1. Pouzijte zakladni pravidla algebry blokovych schémat pro Gpravu nasledujiciho zapojeni

Fs(p)

u(t) ¥(t)
F,(p) Fy(p) > Fs(p) F,(p) —

Fo(p) le

Reseni:
Jedna se o zpétnovazebni sérioparalelni zapojeni.
Pienosy F1(p), F2(p) a Fs(p) jsou zapojeny v sériové, celkovy pienos tohoto spojeni tedy je

F123(p): Fl(p)FZ(p)F3(p)
Pienosy Fs(p) a Fe(p) jsou zapojeny paralelné, celkovy pienos tohoto spojeni tedy je

F56(p)=F5(p)+F6(p)

u(t) y(t)
> F23(p) Fus(p) >

(

\

Fq(p)

Pienosy F123(p) a Fss(p) jsou zapojeny sériove. Vysledny pienos této kombinace je

F12345 ( p) = F123 ( p) F45 ( p) '

Tento systém ma ve zpétné vazbé zapojeny pienos Fe(p). Podle pravidel algebry blokovych
schémat tedy celkovy pienos stanovime vztahem

_ F12345(p) .
1+ F12345 ( p) Fe ( p)

I:123456 ( p)

20



2. Pouzijte zakladni pravidla algebry blokovych schémat pro ipravu nasledujiciho zapojeni

u(t) y(t)

@ Fi(p) L Fy(p) >

Fi(p)

Fip) 1=

Reseni:

Zprvu se zaméfime na pfimovazebni vétev obvodu. Zde je zapojen systém s pienosem F1(p)
V sérii se zpétnovazebnim obvodem, v jehoZ pifimé vazbé je systém s pifenosem F,(p) a zpétna
vazba je jednotkova. Celkovy pfenos tohoto zapojeni je

FURIDREC

Nyni se zaméfime na zpétnovazebni smycku hlavniho obvodu. Zde je paralelni spojeni
systému s prenosy F3(p) a F4(p) (vS§imnéte si sméru toku informace). Toho spojeni 1ze popsat
pienosem

u(t) y(t)

@ Fia(p)

\

Fu(p) |=

Po téchto Gpravach ziskame jednoduché zpétnovazebni zapojeni s prenosem Fi2(p) v piimé
vetvi a pienosem Fsu(p) ve zpétnovazebni vétvi. Vysledny pienos, popisujici dané zapojeni,
tedy je

F1234 ( p)
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3. Pouzijte zakladni pravidla algebry blokovych schémat pro upravu nésledujiciho zapojeni

u(t)
— Filp)

Fy(p)

Fi(p)

Fa(p)

Fs(p)

y()

®—>

Resent:

Zapojeni se sklada ze sérioparalelniho spojeni, kde se paralelni spojeni sklada ze dvou

zpétnych vazeb. Zprvu ur¢ime prenosy obou zpétnych vazeb a nakonec vypocteme celkovy

prenos obvodu.

Ptenos prvniho zpétnovazebniho zapojeni:

Fo(P)= g e

D= IR (DR (p)

Ptenos druhého zpétnovazebniho zapojeni:

= _ FR(p)R(p)

s ( )_ :
1+F,(p)K(p)

Nahradni schéma zapojeni:

u(t)
— Fi(p)

Fas(p)

Celkovy pifenos zapojeni tedy je:

Fizus (P) = Fi(P)(Fas (P) —Fis (P))-

Fys(p)

y(t)

22



4. S vyuzitim zakladnich pravidel algebry blokovych schémat zjednoduste nasledujici

zapojeni

a)

u(t)

b)

u(t)
— Fip)

5‘% y(0)

y(©)

Fy(p)
> Fi(p) >
Fi(p) Fi(p)
Fs(p)
Fy(p)
Fi(p) F4(p) ;?—» F(p)
Fs(p) Fe(p)
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Vnitini popis systému

1. Urcete vnitini popis systému popsaného linearni diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty

y(t)+2y(t)+y(t)=3u(t)
Reseni:
Zpocatku zvolime stavové proménné, které tvofi stavovy vektor systému. Vzhledem k tomu,
ze systém je 2. fadu, bude pocet proménnych 2:

X, (t) =y (t) Existuje nekone¢né mnoho zptisobii jak volit

X, (t)=y(t).

Nyni obé¢ stavové proménné zderivujeme podle Casu:

stavové proménné. Toto je pouze jeden z nich.

% (t)=y(t)
% (t)=9(t).

Cilem je vyjadtit derivace stavovych proménnych jako linedrni kombinace slozek vektoru
stavu.

Vzhledem k tomu, Ze X, (t)=y(t) a % (t)=y(t), pak tedy mizeme psat X (t)=x,(t). Tim
jsme vyjadfili derivaci prvni stavové proménné. Otazkou je, jak vyjadfit X, (t). Ze zadané

diferencialni rovnice je mozné vyjadrit druhou derivaci y(t) jako linearni kombinaci funkce
y(t) a jeji prvni derivace a také vstupu u(t):

§(t)=-y(t)-2y(t)+3u(t).

Dosad’'me do tohoto piedpisu stavové proménné a jejich derivace:

X, (1) ==X, (t)—2x, (t)+3u(t).
Nyni miZzeme zapsat ziskané rovnice v maticovém tvaru. Rovnice pro derivaci stavového

vektoru tvoii stavovou rovnici systému. Vystupni rovnici ziskame z rovnice pro prvni slozku
vektoru stavu:

% (1)
O o
X (t)
2. Urcete vnitini popis systému popsaného linedrni diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty
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3y (1) +4y® (t)+ §(t)+2y(t)+3y(t) = 2u(t)
Reseni:
Zvolime stavové proménné a vypocteme jejich derivaci podle casu.

x (t)=y(t) % (t)=y(t)
X (t)=Y(t) % (t)=9(t)
% (t)=9(t) Ei> % (0)=y7 (1)

X (t)=y7 (1) X (1)=y"(1)

Derivace prvnich tii stavovych proménny mizeme vyjadfit pomoci nederivovanych slozek
vektoru stavu. Derivaci ¢tvrté slozky vektoru stavu urc¢ime stejné jako v predchozim piikladu,
tj. vyjadiime nejvyssi stupen derivace funkce y(t) jako funkci nizsich derivaci y(t) a vstupu
u(t) a ty nasledné nahradime slozkami stavového vektoru.

X (t): Xa (t)
X, (t): Xs(t)
X, (1) =x,(t)
(1) = (1) ==y ()2 (1) =5 9(0) -5 ¥ () + 2u(t) =% (1) =2 % (0) -3 6 (6)- 5 X, () + Su ).

Ziskané vztahy zapiSeme maticové, ¢imz ziskdme stavovou rovnici systému. Vystupni

rovnice je dana vztahem pro prvni slozku stavového vektoru X (t)

. 0 1 0] 0]
?E:; 0 0 1 0 ?E:; 0
227=lo 0 0 1| . |+ ofu(t)
% (1) s 1 4 X (t) )
X, (1) _—1 "3 73 3 X, (t) 3
X, (t)
X, (t)
y(t)=[1 0 0 o]xga)

Mozn4 jste si v§imli, Ze tento zplsob volby stavovych proménnych, nazvany Metoda
snizovani fadu derivace, vede vzdy na velmi podobny stav stavovych rovnic systému. Jestlize
vynechame v matici dynamiky A prvni fadek a prvni sloupec, ziskdme matici s 1 na
diagonale. Posledni fadek matice dynamiky A je obvykle tvofen zaporné vzatymi koeficienty
LDR a,.1 - ag, délenymi koeficientem a,. Prvky vystupni matice B (v tomto piipad¢ vektoru),
jsou az na posledni rovny 0 a posledni je roven podilu bo/a,. Vystupni matice (vektor) C ma
vSechny prvky rovny nule, kromé prvniho, ktery je 1. Tudiz lze stavovy popis urcit bez
odvozovani, pouze z tvaru LDR. Tyto zavéry plati pouze pro systémy, které jsou popsany
LDR, ve které nevystupuji derivace vstupniho signalu u(t).
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3. Stanovte vnitini popis systému popsaného linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty

y® (t)+29(t)+3y(t)+y(t)=5u(t)+u(t)
Reseni:
Definujme pomocnou proménnou z(t), kterd bude vyhovovat rovnicim:

y(t)=52(t)+z(t)
u(t)=2(t)+22(t)+32(t)+z(t).

Podobné¢ jako u piedchozich ptiklad definujeme stavové proménné a spocteme jejich Casoveé
derivace:

L(0)=2(1) R (1)=2(t)=
w=2) [ x0)-=2(0)
4 (0)=2(1) (0 =29(1)

Derivaci x3(t) si vyjadiime ze vztahu mezi z(t) a u(t):

% (1) =29 (t) =—22(t)=32(t)— z(t) +u(t) = —2x, (t) = 3%, ()= x, (t) +u (t).

Ptedchozi rovnice mizeme zapsat v maticovém tvaru:

()| [0 1 0] x(t)] [0
% (t)[=[ 0 0 1 |[%(t)|+|0u(t)
()] |-1 -3 -2 x(t)] [1

x(t)
(1) |

(1)
Matice A i B maji stejny tvar, jako v pfipadé, kdy v LDR nevystupuje na pravé strané
derivace vstupu u(t). Dale si mliZzeme vSimnout, Ze vystupni matice C se sklada z koeficienti
pravé strany LDR b vydélenych koeficientem a, =1 - koeficient u nejvyssi derivace funkce

y(®).
Modelovani LDS

y(t)=[t 5 0]

X
X

1. Stanovte simula¢ni schéma pro linearni dynamicky systém popsany LDR

y® (t)+ ¥ (t)+3y(t)+2y(t)=4u(t).
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Reseni:

Stejnym zptisobem, jako u stanoveni vnitiniho popisu, definujeme stavové proménné
metodou snizovani fadu derivace. Nasledné vyjadiime jejich ¢asové derivace jako linearni
kombinace nederivovanych slozek vektoru stavu.

X (t)=y(t) % (1) =Y(t)=x, ()

LO=Y0 Iy %0=y0=x()

X, (t)=¥(t) % (1) = Y& (t) = —2%, (1) =3%, (t) — %, (t) + 4u ()

Zakladem simula¢niho schématu jsou tfi integratory, tedy ¢leny integrujici jejich vstupni
signal.
Integratory jsou zapojeny sériov€. Vstupem prvniho integratoru je X, (t) , ktery je souctem

signdlu u(t) a vystupt jednotlivych integratori (zpétna vazba).

u(t)

>'<3(t)hj X (1) %, (t) | X, (1) % (t) [ X (t) ¥

+ + ++

.
~

.
AN}

AN

Vystup systému sledujeme na vystupu posledniho integratoru — plyne ze vztahu x, (t) = y(t).

% (t)
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2. Stanovte simulacni schéma pro systém popsany LDR

2y (t)+2y® (1) +6¥(t)+4y(t)+3y(t)=2u(t).
Resent:

Metodou sniZovéni fadu derivace stanovime stavové proménné x, (t) az X, (t):

x(t)=y(t) % (t)=y(t)=x(t)

X (t)=y(t) % () =9(t)=%(t)

X3 (t) = y(t) |:> X (t) = y(S) (t) =% (t)

x, (t) =y (1) %, (t) =y (t) = =3/ 2%, (t) — 2%, (t) = 3%, (t) — %, (t) +u (t)
u(t)

Xg (t) J' X, (t J‘ X (t) g(t)

++++ +
X

S
—~
—
~—
—
Re)
—~
—t
~
—
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3. Stanovte simula¢ni schéma pro systém zadany LDR

y© (t)+¥(t)+2y(t)+3y(t)=u(t)+u(t)+2u(t).
Reseni:
Zavedeme pomocnou proménnou z(t), ktera bude vyhovovat rovnicim:

y(t)=2z(t)+2(t)+2z(t)

u(t)=29(t)+2(t)+22(t)+3z(t).

S vyuzitim této promé&nné definujeme stavové proménné X, (t) az X, (t). Nasledné vypocteme
jejich ¢asové derivace, které vyjadiime jako linedrni kombinace nederivovanych stavovych

proménnych a vstupu U (t) .

X (t)=z(t)
e (1)=2(0)
Xg (t) = Z(t)

Casové derivace stavovych proménnych:

% (t)=2(t)
(t)=2(1)
s (1) =27 (1) =32 (t) - 22(t) = 2(t) + u (1) = =3%, (t) = 2%, (1) =, (1) +u (t).

Pro vystup systému plati:

y(t)=2% ()% (t) +%(t).

>
Il
N

>

y(t)

1>

u(t)

VAN

/N

AN
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Rovnovazné stavy systému

Vypoctéte rovnovazné stavy linearnich dynamickych systémi a urcete jejich typ:
a) Y(t)+2y(t)=0,
b) y(t)+3y(t)+5y(t)=0,
c) ¥(t)+4y(t)+3y(t)=0,

Resent:

a) Ur¢ime vnitini popis systému:

Vnitini/stavovy popis systému:

oL ol o o)

Vypocteme rovnovazné stavy systému:

w0 B 1% ool of = xorle

Jelikoz je matice A regularni, existuje jediné (trivialni) feSeni X, =0. Nyni ur¢ime na

zéklad¢ vlastnich ¢isel matice dynamiky A, o jaky typ rovnovazného stavu se jedna.

2O e

2 A

Charakteristicka rovnice ma feSeni:

21— A=

/11,2 :ij\ﬁ-

Jedna se tedy o rovnovaznych stav typu stied.
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b) Uréime vnitini popis systému:

Vnitini/stavovy popis systému:

{Zittﬂ{—os _13}[: ((tﬂ y(t)=[t o][;‘:((‘t'-))}

Vzhledem K tomu, Ze je matice A regularni, ma systém rovnovazny stav x. =0. Typ

rovnovazného stavu ur¢ime na zdkladé vypoctu vlastnich ¢isel matice A.

A 0 0 1 B A -1
0 A| |-5 3| |5 4+3
Reseni charakteristické rovnice:
—3+9-20 -3+ j11
/11,2 = = .
2 2
Rovnovazny stav X, je typu ohnisko.

ZARE =12+31+5=0

Vypocteme vnitini popis systému:

I:> ><1 =yt X, (t)
= §(t)=-3y(t) -4y (t)=-3% (1)~ 4%, (t)

antrnl/ stavovy popis systemu.

AL A o= o]

Matice A je reguldrni a systém ma tedy jeden rovnovéazny stav X, =0. Typ rovnovazného

stavu ur¢ime z vypoctu vlastnich ¢isel matice dynamiky A.

AR

Reseni charakteristické rovnice:

—4+16- -1
Ay, = —41y16-12 = < 2 |:|I> Rovnovazny stav je typu uzel.

2

ZARE =A*+41+3=0.
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Stabilita LDS

1.

Vysettete stabilitu nasledujicich linearnich dynamickych systému:

a) Y(t)+4y(t)+2y(t)=u(t)
b) 3y(t)+5y(t)+6y(t)=uf(t)
) 29(1)+y(t)=u(t)

B §(1)-3(t)+3y(t)=u(t)
e) Y(t)+4y(t)-2y(t)=u(t)

U vsech diferencialnich rovnic pfedpokladejte nulové pocate¢ni podminky.

Resent:

a)

b)

d)

Vypocteme pienos systému a naslednym vypoctem poli rozhodneme o stabilité LDS.
1
F =—.
(p) p?+4p+2
Poly systému tedy jsou:
_ —4+/16-8

Pip = 5
tedy stabilni.

=—2+4/2. Poly systému lezi v levé komplexni poloroving a systém je

Postup je stejny jako u piedchoziho ptikladu. Napted uréime prenos systému.
1
F =\
(p) 3p*+5p+6
Poly systému:
—5+425-72 -5+ j47
P2 = 6 = 6

Vv levé komplexni poloroviné a systém je stabilni.
Postupujeme stejné jako Vv ptedchozich ptikladech. Napied vypocteme pienos systému.

F(p)==—

2p®+1
Poly systému:

+j\/8

P, = 5 == jﬁ . Poly systému lezi na imaginarni ose komplexni roviny. Systém je

. Redalna ¢ast poli systému je zaporna, poly tedy lezi

na mezi stability.
Vypocteme prenos systému:
1

F(p)=——.
Stanovime poly systému:

1+J1-12 1+ 11
pL2 = =

2 2

kladna, poly lezi v pravé komplexni poloroving a systém je tedy nestabilni.

. Poly systému jsou komplexné sdruzené. Realna ¢ast poll je
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e) Stanovime pienos systému:

1
F(p)z=———
Vypocteme poly systému:

—4+/16+8

12 =~
2

komplexni polorovin¢ a systém je nestabilni.

=—2++6. Vzhledem k tomu, ze /6 > 2 lezi jeden z polu v pravé

Vzhledem k tomu, ze se jedna o systémy druhého fadu, je mozné o stabilité rozhodnout na

zaklad¢ splnéni/nesplnéni nutné podminky stability. Ta fika, Ze systém je stabilni, jestlize jsou

vsechny koeficienty charakteristického polynomu (shodny s polynomem ve jmenovateli
pienosu) nenulové a maji stejna znaménka. Pouzitim této podminky bychom okamzité zjistili,
Ze systémy a) az ¢) jsou stabilni a systémy d) a e) jsou nestabilni.

Jako samostatné cviceni si pro systémy a) az e) urcete vnitini popis a vypoctéte vlastni Cisla
matice dynamiky (ndvod naleznete v pfedchozi sekci). Ovéite, Ze se vlastni Cisla matice
dynamiky rovnaji p6lim systému.

2. S vyuzitim Hurwitzova kritéria stability rozhodnéte o stabilité nasledujicich LDS

a) y(s)(t)+4Y(t)+5y(t)+y() 0
b) y*@(t)+3y® (t)+3y(t)+2y(t)+2y(t)=u
o)y (t)+3y? (t)+3y(t)+2y(t)+y(t)=u(t)

Resent:

a) Stanovime pienos systému, ze kterého ur¢ime jeho charakteristicky polynom.
Ptenos:

1
p>+4p*+5p+1

F(p)=

Charakteristicky polynom:

a(p)=p’+4p*+5p+1.
Vsechny koeficienty charakteristického polynomu jsou nenulové a maji stejnd znaménka.
Nutnd podminka stability je spInéna a ma tedy smysl vySetfovat stabilitu systému.
Z koeficientl charakteristického polynomu sestavime Hurwitzovu matici H (3x3).

an—l an—3 n-5 aZ a'0 0 4 1 0
H = an n-2 n-4 | = a3 al o = 1 5 0 '
0 ha A g 0 a, a 0 41



Déle vypocteme Hurwitzovy determinanty H; az Hs.

H, = |t sl & :‘4 l‘_20—1:19
a, a,, |ag a| |1 5
a,, a,, a.. & a 0] |4 1 0
H,=|a, a., a,=la a 0=1 5 0=aH,=19
0 a, a4 |0 a a| [0 4 1

Vsechny Hurwitzovy determinanty jsou vétsi nez nula a dynamicky systém je tedy
stabilni.

Vypoctem lze ovéfit, ze poly systému jsou p,, =-1.88+ j/0.75, p, =—0.25.

b) Stanovime charakteristicky polynom a Hurwitzovu matici.
Ptenos systému:

1
p*+3p*+3p°+2p+2°

F(p)=

Charakteristicky polynom tedy je:

a(p)=p*+3p°+3p*+2p+2.

Nutna podminka stability je splnéna — koeficienty u v§ech mocnin p jsou nenulové a maji
stejna znaménka. Z koeficientl charakteristického polynomu stanovime podle obecného
postupu Hurwitzovu matici (4x4).

a, a.; a5 a4 a 9 0 0 3200
- a, a., a, a,| |84 a a 0] |1 3 20
- a, a, a.| |0 a a 0| |03 20
0 a a., a, 0 a, a, aq 01 3 2
Vypocet Hurwitzovych determinantti:
H =a,,=a=3
a,, 4a 3 2
H2— n-1 n-3 — a3 al — :9_2:7
a, a,, |a, a| |1 3

H,=a,H,=-8
Hurwitzovy determinanty H, a H, jsou zdporné a systém je tedy nestabilni! Pokud si

vypoctete poly systému (kofeny charakteristického polynomu) zjistite, Ze systém ma dvé
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dvojice komplexné sdruzenych poll, kdy jedna dvojice lezi v levé a druha dvojice lezi
v pravé komplexni poloroviné ( p,, =-1.57 + j0.46, p,, =0.07+ j0.86).

c) Ur¢ime charakteristicky polynom a Hurwitzovu matici.
Ptenos systému:

1
p* +3p° +3p*+2p+1

F(p)=

Charakteristicky polynom:

a(p)=p*+3p°+3p°+2p+1
Hurwitzova matice:

a, a,, a a,_; a, a 0 O 3200
H = a, a,, a a,, |8 & a 0| |1 310
0 a, a,, a.. 0 a a O 0 3 20
0O a a., a., 0 a, a, a 0131

Hurwitzovy determinanty H1 a H2 jsou stejné jako u pfedchoziho ptikladu.

an—l an—3 an—5 a3 al O 3 2 O
H,=|a, a_, a,l=la, a a|=[1 3 1/=18-9-4=5
0 a, a4 |0 a a| |0 3 2
H,=a,H,=5
Vsechny Hurwitzovy determinanty jsou kladné a nenulové a systém je tedy stabilni
(v§imnéte si, ze systémy v bodech b) a c) se 1i§i pouze koeficientem ap).

Stabilita NDS

1. Pomoci prvni Ljapunovovy metody vysetiete stabilitu rovnovaznych stavii nelinearniho
systému

y(t)+y°(t)+by(t)+y(t)=0
Reseni:
Ur¢ime vnitini popis systému a vypocteme rovnovazné stavy. Stejnym zptsobem jako u
linedrnich systémil pouzijeme metodu snizovani fadu derivace

I:> % (t X, (1)
=—y°(t)—by(t)—y(t)=—x (t)—bx, (t)—x,(t)

Nyni miZeme vypocitat rovnovazny stav. Pro rovnovazny stav plati, Ze derivace vektoru
stavu jsou rovny nule (tj. nedochdzi ke zménam v systému). To splituje pouze jeden
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rovnovazny stav X, =[0,0]". Nyni provedeme linedrni aproximaci systému v blizkém okoli

rovnovazného stavu. Matice dynamiky linearizovaného LDS:

of, (X, %) of, (%, %,)

oaF(xm) | o, {0 1]
X x(t)=x, of, (X %) O, (%, %,)

0%, OX,

Vypocteme vlastni ¢isla matice dynamiky:
A
1 A+Db

~b++b*-4
11,2_#

Pro b <0 lezi vlastni ¢isla matice dynamiky v pravé komplexni poloroviné a rovnovazny stav
systému je nestabilni.

21— A= =22+ b +1

Pro b >0 mohou nastat dvé situace. Pro b* —4 < 0jsou vlastni ¢isla komplexné sdruzena se
zapornou realnou ¢asti. Rovnovazny stav systému je stabilni (typ ohnisko). V opacném
ptipad¢ jsou vlastni ¢isla redlnd zaporna a rovnovazny stav je taktéz stabilni (typ uzel).

Prabéh trajektorii systému pro riizné pocatecni stavy:

5 @ @ i @ b2—4<0 i ol ol o 5e @ o @ b2_420 @ o

&

<3
2
2
<3
1,00
-
‘
[C,
&
[C,
[C,
[}
<3
o
2

(0 %)

2. Pomoci prvni Ljapunovovy metody vySetiete stabilitu rovnovaznych stavli nelinearniho
systému

% (8) =% (1) +x (t)-2
% (t) =% (t)=%(t)
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ResSeni:

Systém je zapsan ve tvaru vnitiniho popisu a miizeme tedy piejit k vypoctu rovnovaznych
stavil.

Z podminky X, (t) =0 ziskdvame vztah X (t) =X, (t) , ktery mtizeme dosadit do rovnice pro
%, (t) a vypoitat tak rovnovazné stavy systému. Systém mé dva rovnovéazné stavy X, =[1,1]
a X, =[-1-1].

Proved’'me linearizaci systému v okoli rovnovaznych stavi.

Pro rovnovazny stav X, :

of (%, %) Of (%, %)

A= OX, X, _{in ZXZ} _{2 2}
of, (Xi’ X5 ) of, (X11 Xa ) 1 -1 X(t)=X1 1 -1
OX, 0X, .

Vlastni ¢isla matice A

A-2 2
Al—A|= =(A-2)(A+1)-2=1"-1-4.
RS S RCRC TE
1+41+14  1+3.9
o= =,

Jedno z vlastnich ¢isel matice dynamiky A lezi v pravé komplexni poloroviné a rovnovazny
stav x, je tedy nestabilni (typ sedlo).

Pro rovnovazny stav X, :

of (%, %) Of (%, %)

A= OX, OX, ~ {le 2X2} ~ [—2 —2}
of, (Xi’ Xz) of, (X11 Xz) 1 -1 X(t)=%2 1 -
0%, OX,

X(t):xrz

Vlastni ¢isla matice A,

a-a=[""7 2 (ar2)(ae1)+2=A7 13144
M 2T -
349716 . —3% j2.6
R S T

Vlastni ¢isla matice dynamiky A, jsou komplexné sdruZend a lezi v levé komplexni

poloroviné. Rovnovazny stav X, je tedy stabilni (typ ohnisko).
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Zpracovani signali v ¢asové oblasti

1. Pro zadané signaly vypoctéte jejich stftedni hodnotu, energii, stfedni vykon a efektivni
hodnotu.
a) x(t)=cos(4xt)+t, te(0,4)
b) x(t)=2sin(2zt)—cos(5xt), t<(0,2)

Reseni:

a) Casovy pribéh signalu

Stfedni hodnota:

1 t, 14 14 14
X(t)=— jx(t)dt:Zj[cos(4nt)+t]dt=chos(4;zt)dt+zjtdt=
b 0 0

at,

= é[sin(hﬂ)}i +1[tz]o = —[o 0]+

8 167

1
16-0|=2
$[16-0]

Energie'

E= HX |dt_j[cos (4xt) +t] dt_jcos (47t) dt+2jtcos (4xt) dt+.|.t dt =

cos(4;rt) tsin(4xt) l 1[ }

1 :
=5£[1+sm(87rt):|dt+2{ 162 3

cos(47rt , tsin(4rt) }

1, 44 1 4
= E[t]o +E|:—COS(87ZT)]0 + 2{ 167

:2+i[—1+1]+2{ 12+0— 1 }+ [64 0] ——2333
6r 167 1672 3

Stredni Vykon'

j| |dt §i5,83
6

Efektivni hodnota:

X, =[P =2.42
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b) Casovy prabéh signalu

Stiedni hodnota:
1 % 15 2 12
>”<(t):t — Ix(t)dt:E{[Zsin(Znt)—cos(Bﬂt)]dt:J;sin(zm)dt—Ej;cos(sm)dt:
1 2 1 . 2 1 1
:g[—COS(Zﬁt):IO —E[S|n(5ﬁt)]o = Z[—l+l]—ﬂ[0—0] =0

Energie:

2 2 2 2
E= I[Zsin (27zt)—cos(57zt)]2 dt = 4‘[sin2 (2t)dt —4jsin (27t)cos(5xt)dt +J-C052 (57t)dt =
0 0 0 0

= 2? [1-cos(4xt)]dt- 2.2[ [sin(7zt)—sin(3xt)]dt +%j[l+ cos (4xt)]dt =

=2[t] - %[sin (47zt)]§ + %[cos(?nt)]i - %[COS(37Z"[):'§ + %[t]i + é[sin (47zt)]§ =

1 2 2

1
=4-—|0-0|+—(1-1{-——|1-1|+1+—|0-0|=5
272[ ]+772'[ ] 37z[ ]+ +87r[ ]

Stredni Vykon'
ﬂ \dt_ E _>_ 75
t, 2
Efektivni hodnota:
x; =~/P =1,58
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Fourierovy rady

1. Naleznéte Fourieru fadu funkce

X(t)=t—7z', t e<0,27z)
Reseni:
Nasim cilem je nalézt koeficienty Fourierovy fady. Zprvu zadanou funkci periodicky rozsirme

(s periodou 27 ). Nyni mtizeme pouZzit znamé vzorce pro vypocet koeficienti Fourierovy
rady:

T=2r>w=2x1T =1.

2 1 1 2z 2z
== |x(t)dt==| (t-x)dt=—|t* | —[t]" =0,
2[xa= [ mar= [
2T 127r 127[ 2z
a, =?_([x(t)cos(kwt)dt =;I[(t—ﬂ)cos(kt)]dt = [ teos(kt)dt - ! cos(kt)dt =
1 [cos(kt) 7 11 1 1
= —| ——L +tsin(kt) ——[sin(kt)T”:—[—+27r-0———0}——[0—0]:0
kz| K ) ° kx| k k |k
2T
bk:?! (t)sin(ket)d =—j[t )sin(kt) ]dtz—j'tsm (kt) dt—jsm (kt)d
1 [sin(kt) T 1 1 2
2z
=E[k——tcos(kt)}o +E[cos(kt)]0 =G[O—27r—0+0]+§[1—1]=——
Funkci x(t) tedy miizeme zapsat ve tvaru nekonec¢né fady:
=, sin(kt
s(t)=—22—( )
a kK
Nebo ve tvaru ¢aste¢ného souctu:
sin(kt)
= 22
4 T T T T T T T T T
ot ) ) I —

P Al =
g 7 Syooll)

w
L)

2
LN

N

\

h
1

AN
o
N

W\
T
\\\

4 |
-10 B B -4 2 0 2 4 B 8 10
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2. Naleznéte Fourierovu fadu funkce

X(t)={ t, tE(O,ﬂ')

2r—t, te <7r, 2r)
Reseni:
Zprvu zadanou funkci periodicky rozsifme (s periodou 7). Stejné jako u ptedchoziho

prikladu nalezneme koeficienty Fourierovy fady pomoci zndmych vzorct:
T=2r—>w=271T =1

2| 17 1% 1 27 I 7
ao=—jx(t)dt=—jtdt+;I(2ﬂ—t)dt=5[t2] +2[t]" zn[tzlr =S HAT-2m =21+ =n
]' cos(kot)d =—J'tcos kt)dt+£2f(7r t)cos(kt)dt =
0 72-71'

{cos , tsin kt)l) E[Sin(kt)ﬁ”_l{cos(kt)thsm(kt)l _

z| k? k

1| cos(2kz) 2zsin(2kr) cos(k;z)+7rsin(k7z)

{cos (kz) ”5'”'<) iz}rs[sin(Zkﬂ)—Sin(k”)}_;{ < kK

2 k
=2—7Z_2|:C05(k7l')—1:|zﬁ|:(—1) —1:|
Funkce x(t) je suda, a tedy koeficienty b, =0.

Funkci x(t) nyni mizeme zapsat pomoci Fourierovy fady:

=———Z[ }cos kt)

Nebo ve tvaru ¢aste¢ného soudtu:

:———Z[ —1]005 kt)

s ||
sppll) |3
/ \ %1opt)

t[s]
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Spektra signali

Analogovy signal x(t) je pomoci méfici karty s A/D prevodnikem vzorkovan s frekvenci fs.
Urcete, zda je vzorkovaci frekvence vhodné€ zvolena. Pokud ne, navrhnéte jeji vhodnou
hodnotu. Nakreslete jednostranné amplitudové spektrum signalu.

a) x(t)=2sin(50t), f,=100Hz
b) x(t) =2sin(22t)+4sin(48t), f, =40Hz
c) x(t) =20sin(86t)+10sin(40t), f, =120Hz

d) x(t) =4sin(10t)+3sin(24t)+5sin(30t), f, =50Hz

Reseni:
a) Signal se sklada pouze z jedné harmonické slozky s frekvenci 25 Hz. Volba vzorkovaci
frekvence spliiuje kritérium pro vzorkovani spojitych signalt, f./2> f_ .

T T T T T T T
2+ (0] -
151 -
=
ey
'] - -
0ar -
et oy & oy oy oy oy oy oy &
I 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

frekwvence [Hz]

b) Signal se sklada ze dvou harmonickych komponent. Amplituda prvni komponenty je 2 a
frekvence 11 Hz, amplituda druhé komponenty je 4 a frekvence 24 Hz. Zvolena vzorkovaci
frekvence nesplituje pozadavky vzorkovaciho teorému a nutné tedy dojde k aliasing efektu.
Vhodna vzorkovaci frekvence musi byt vétsi nez 24 Hz.
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1] & 10 15 20 25 30
frekvence [Hz]

c) Signal se skldda ze dvou harmonickych komponent. Amplituda prvni komponenty je 10 a
jeji frekvence 20 Hz, amplituda druhé komponenty je 20 a jeji frekvence 43 Hz. Zvolena
vzorkovaci frekvence vyhovuje vzorkovacimu teorému a v tomto piipadé k aliasing efektu
nedojde.

T T T T T
20 o ]
14+ .
=
T
10k o .
ar -
1] 10 20 30 40 a0 60

frekvence [Hz]

d) Signal se sklada ze tii harmonickych komponent. Amplituda prvni komponenty je 4 a
frekvence 5 Hz, amplituda druhé komponenty je 3 a frekvence 12 Hz a amplituda tfeti
komponenty je 5 a frekvence 30 Hz. Vzorkovaci frekvence nespliiuje podminky kladené a
dojde tedy k aliasing efektu. Vhodna vzorkovaci frekvence by méla byt vétsi nez 60 Hz.
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Logické funkce

1. S vyuzitim pravidel Booleovy algebry minimalizujte nasledujici logické funkce
a) 'y, =uu, vu, v,
b) vy,=00,vOu,vud,,
C) Y, =00,u, v u0,0; vu,d,u, vuu,u,
d) y,=uu,
e) vy,=0uu,
f) vy, =000,

5 Vv UL, v U T,U, Vv U UL, Vv UyULU,

v 0,0, v T,U,U, v U UL T, v U ULU,

S
<
L
CI
CI

LU, Vv OO, ULU, v OyUL 05T, v O,u,05U, v OU,ULU, Vv TLULUL, v U LU, v U LU,
Q) Yy, =0u,uu, vooud, v 0,0,uu, v ou,ud, v ou,ud, v Ou,uu, v uu,d,d, v ui,ud, vuu,iu, vu,

Reseni:
Pro jednoduchost jsou voleny takové ptiklady, kdy pro minimalizaci logickych funkeci staci
aplikovat (n€kdy i1 opakovan¢) pouze zékladni pravidla Booleovy algebry.

a) Y, =uu, vul, v, =u (u, vi,) v, (uyvd)=u v,

b) y, =00, viu, vul, =0 (u, vi,) v, (uvd)=0 v,

C) Yy =00,u; v T, v U,Td,U; v UUUy =UUs (U, VT, ) v U, (Ug VTG ) v TU, (U, v, ) =

d) y, =0U,U, v U T, v U T,U v UU, T, Vv U U Uy = UyUs (U, v T, ) v U U (U v T ) v ugdg (U, v, ) =

f) vy, =00,00, vioou, vaouu, voudd, v ou,du, v Gu,uu, v ou,ud, v ui,du, v uduu, =

=0, (T,0, v U0, v U, v Uyu, ) v 0,u, (T,0, v U, v 0u, v uu, ) v 0,0, (G0, v u,d, v O,u, vu,u, )=

= Ty, (U (U, v T, ) v T, (U, v, ) v Tu, (U (Uy v T ) v T, (Uy v T ) v 0T, (U, (U v T,) v T, (U, vT,)) =
=0, (uy v v iU, (u v ) v o, (u, va,)=0u, v 0,u, v o,

Q) VY, =000, vO0uud, v 0,0,uu, v 0u,dd, v Ou,ud, v Ou,uu, v uu,i0, v u,de, v uu,iu, vu,d,0u
=T, (T,T, v 0,u, v U0, v UU, ) v U, (0,0, v 0,U, v U, VU, ) v G, (WU, v 0u, v 0T, v u,,) =
= U, (T, (T, v u, ) v U, (T, v Uy ) vyl (T, (T, v u, ) v u, (T, v u,)) v &0, (0, (T, vu, ) v u, (0, v, ) =
=0, (T, v u, ) v uyly (T, vu, ) v 0T, (0, v u, ) = 0u, v u,d, v 0,0,
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2. Logickeé funkce z piredchoziho ptikladu zapiste do pravdivostni tabulky a proved’te
minimalizaci pomoci Karnaughovy mapy.

Resent:

a) Logickou funkci zapiSeme do pravdivostni tabulky.

i |u | U |y
0j]0|]0]|1
110110
21|01
31|11

Na zéakladé této pravdivostni tabulky sestavime Karnaughovu mapu a provedeme
minimalizaci logické funkce:

u

flary

Uz‘ 0

1
1

Yi=u vy,

b) Logickou funkci zapiseme do pravdivostni tabulky

iU | Uy
0| 0]0]1
110(1]1
211|011
311]1]0

Na zakladé této pravdivostni tabulky sestavime Karnaughovu mapu a provedeme
minimalizaci logické funkce:

Uy
1 1 ]
Uo 1 1

I
WS
<
<l
N

Y
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c) Logickou funkci zapiseme do pravdivostni tabulky:

U3|

d) Logickou funkci zapiser

Us

I | U | U | Us|VYs
0,0]0]O0]O0
110011
21 0]1]0]0
310|110
4110|011
5711|011
6/ 1]1]0]0
7111111

0 T
U0 L@

i | U | Uy | Ug | Vs
0,0]0]0]O
110]0]1|0
21 0]1]0]0
3/]0]1 1|1
4110|011
5711|011
6 |1|10|1
7111111

logické funkce:
Uo Uy
(Lt
(11 1)

Y, = U, v U,U, v U U,

Yy =Up VU Uy

Na zéklad¢ této pravdivostni tabulky sestavime Karnaughovu mapu a provedeme minimalizaci
logické funkce:

Na zaklad¢ této pravdivostni tabulky sestavime Karnaughovu mapu a provedeme minimalizaci
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e) Logickou funkci zapiseme do pravdivostni tabulky:

c
=
c
N
c
w
<
ol

~N| O O | W] N | O] =

01010910 Sestavime Karnaughovu mapu:
00|11

0|1]0]|1 S V1

0|1 |1]1 0 ”1__11 0 Ys =U, v UU,
1[0][o0]o0 Us ‘ (T]aj1Jo

110110

111]0]1

11111

f) Logickou funkci zapiSeme do pravdivostni tabulky:

i | U | Uz | Ug| Us | Ve
0O/0|0]0]0]1
TTo ool 111 Sestavime Karnaughovu mapu:
2lolof[1]o0]oO _ W oy
3100|111 (T ooJo
451 8 i g (1) i w2l o ﬁ Ve = 0,0, v, vO,U,
6(0[1][1]0]1 o [ s
O |l1jjoj|o
710111111
8100|010
9 /110|011
(1021070
1111701111
2110100
13(1]1]0(1 0
1411|110/ 0
51171111110




g) Logickou funkci zapiseme do pravdivostni tabulky:

i [ U | Uy | Ug| Ug| Yy

00| 0|0]O0]12

11ololol 110 Sestavime Karnaughovu mapu:
2/olof[1[0]1 U
31010111 [1 171 1]
alof[1]ofo]1 w| 00 @ L .
5010 [1]0 (T njofo Yo =h
601101 Uilfa1 | 1]o]o

71011 |1]|1]1

8/1|0|0|0]1

9110|011

100/1(0]21(0]0

11/1]0]21(1]0

1211|1001

3/1(1]0(1]1

4,111 (0]0

1511110

3. Pro minimalizované logické funkce nakreslete odpovidajici FBD

Resent:

Y
=

Y

ol
N



Y
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Prenosové funkce v regulaénim obvodu

Uvazujte regulacni smycku

w(t) e(t) F (p) U(U’ F (p) > v(t)

1. Urcete ustalenou hodnotu regulované veliiny pro nésledujici systémy

a) F(p)=———, F(p)=12
1 1
b) F, F(p)==
) (p)= p’+p®+3p+2° (p) p

1 p+1
9 R(p)= p’+p+l’ Fr(p):O.1p+l

Pozadované hodnota je w(t) = 1 (W(p)=1/p).

ReSeni:

Ustalenou hodnotu regulované veli¢iny vypoc¢teme na zakladé€ vlastnosti Laplaceovy
transformace, konkrétné€ véty o koncové hodnoté. Pro vyuziti této véty je potieba urcit
Laplaceiiv obraz regulované veli¢iny. Pfi vypoctech budeme pouZivat nasledujici znaceni
Citatele a jmenovatele fizeného systému, resp. regulatoru

p)
3

hodnoté pro ustalenou hodnotu regulované veli€iny plati

b() _d

a) Podle véty o koncové

—~~

—

-~

y(c0) =limy (t)=1im pY (p) =lim pW (p)F, (p)

Ptenos uzaviené regulacni smycky vypocteme podle vztahu

b(p)d(p)
F (p): FO(p) _ FS(p)Fr(p) _ a(p)c(p) _ b(p)d(p) 12
: 1+F,(p) 1+F(p)F.(p) 1er(p)d(p) a(p)c(p)+b(p)d(p) p*+3p+14

Dosadime do véty o koncové hodnoté

. . . 1 12 12 6
() =limy (t)=lim pY (p) =lim PW (P)F. (P) =limP o 2 =12~ 7



b) Pouzijeme stejny postup jako u pfedchoziho ptikladu. Napied vypocteme pienos uzaviené
regulac¢ni smycky.

F(p) __ b(p)d(p) 1
1+Fo(p) a(p)c(p)+b(p)d(p ) p*+p®+3p°+2p+1

Fu(p):

Podle véty o koncové hodnoté plati

. . . 1 1
y(oo)_!LrQy(t)_le pY(p)—IplmpW(p)Fu(p) Iplggpp p*+p®+3p° +2p+1

c¢) Pouzijeme opét stejny postup. Pfenos uzaviené regulacni smycky

F,(p)= R(p) _ b(p)d(p) _ p+1 _ p+1
7 1+FR(p) a(p)e(p)+b(p)d(p) (p®+p+1)(0.1p+1)+p+1 0.1p°+11p*+2.1p+2

Dosadime do vztahu pro ustalenou hodnotu regulované veli¢iny

L o o _ 1 p+1 _1
V(OO)—!LTV“)‘L'L‘& pY(p)_Ipl_rp)pW(p)Fu(p) Ip|—>0pp01p +1.1p? +21p+2_2

2. Urcete ustalenou hodnotu regulacni odchylky pro nasledujici systémy

1
a) F(p)=———, F(p)=2
) (p)= p?+3p+4’ (p)
1 2
b) F, = -
) R(p)- p®+2p?+4p+5 (P) p
1 2p+8
¢) F(p)=————, F(p)=
) (p)= p?+2p+1' (P) p+2

Pozadované hodnota je w(t) = 1 (W(p)=1/p).

Reseni:

Ustalenou hodnotu regula¢ni odchylky vypocteme na zaklad¢ véty o koncové hodnoté. Pro
aplikaci této véty musime urcit Laplaceliv obraz regulacni odchylky.

a) Podle véty o koncové hodnoté plati:

e(0) =lime(t) = L'[E PE(p)= L'[Q PW(p)F...(P)

Ptenos z pozadované veli¢iny na regula¢ni odchylku vypocteme podle vztahu

p)c(p) _ p*+3p+4
)+b(p)d(p ) p>+3p+6

F.(p)= 1 1 _ 1 B a(

" 1+R(p) 1+R(p)F(p) 4, b(P)d(P) a(p)c(p
a(p)e(p)

Dosadime do vztahu pro koncovou hodnotu regulaéni odchylky

1p’+3p+4 4

() =lime(t) =1im pE (p)=lim pw (p)F, . (p)=1im P p?13pi6 6
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b) Pouzijeme stejny postup jako v pfedchozim ptikladu.
Vypocteme prenos F (p)

F.(p)= 1 1 _ a(p)e(p) __p'+2p’+4p®+5p
e 1+F,(p) 1+F(p)F(p) a(p)c(p)+b(p)d(p) p*+2p°+4p*+5p+2

Dosadime do vztahu pro koncovou hodnotu regula¢ni odchylky

L o L L 1 p*+2p*+4p*+5p
e(oo)_!LrQe(t)_L'm pE(p)_Iplm)pW(p)Fe,W(p)—LILr(l)pB p*+2p° +4p>+5p+2

e

¢) Vypodteme prenos F,,, (p)

() —— a(p)e(p) (P +2p+1)(p+2)  p*44p’+5p+2
o 1+F,(p) a(p)c(p)+b(p)d(p) (p’+2p+1)(p+2)+2p+2 p°+4p°+7p+10

Dosadime do vztahu pro koncovou hodnotu regula¢ni odchylky

i . . o1 pP+4p®+5p+2 1
e(oo)_!LrQe(t)_lplm) pE(p)—LILT(‘) pW(p)Fe,W(p)—LIIBPB p*+4p?+7p+10 5
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