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Linearni stavovy regulator
V ptipadé¢ stavového regulatoru neni akéni zasah generovan na zaklad¢ regulacni odchylky, ale
fizeni je dano linearni kombinaci slozek stavoveého vektoru. Stavovy regulator patii do skupiny
nedynamickych regulatori, protoZe linearni kombinace nezanasi do regula¢niho obvodu
dalsi dynamiku.
Uvazujme linedrni dynamicky systém n-t¢ho rfadu
x(t) = Ax(t)+bu(t) X(t,), X(t)eR", u(t)eR, y(t)eR
y(t)=c'x(t)
Zpétnovazebni stavovy regulator generuje fizeni jako linearni kombinaci stavu systému

u(t) =—k"x(t) _k je 1xn. Pol_<u_d by systém mél m vstuptl, pak by se
jednalo o matici mxn.

Po dosazeni fizeni do rovnic stavového popisu systému ziskame

X(t) =( A—bk")x(t)

y(t)=c"y(t)




Vidime, Ze se jedna o autonomni systém. Stabilita systému je dana vlastnimi ¢isly matice A—bk’
det(pl — A+bk")

Jestlize jsou redlné &asti viech vlastnich ¢isel matice A—bk' zdporn4, pak je systém stabilni a po
odeznéni pocatecnich podminek (systém nema zadny vstup, takZe jedina jeho odezva miize byt
reakce na poc¢ate¢ni podminky) bude platit

imx(1)=0 a  fimy(t)=C
Jestlize chceme aby se regulovana veli¢ina ustélila na pozadované hodnoté w, nebo aby
vystup systému sledoval pozadovany signal w(t), pak musime zpétnovazebni stavové fizeni doplnit

kompenza¢nim fizenim u, (t). Vysledna rovnice stavového regulatoru tedy je

u(t)=—ka(t)+uk (t) |:> X(t):(A_ka)x(t)+buk (t)

y(t)=c"y(t)

w(t) N u, (t) u(t) [x(t)= Ax(t)+bu(t) y(t) S
y(t)=c'x(t)
‘!”‘I”‘!"X(t)
K




Navrh stavového regulatoru s poZadavkem na umisténi pola

Vnitini popis systému fizen¢ho stavovym regulatorem s kompenzaénim fizenim
x(t)=(A=bk")x(t)+bu, (t)

y(t)=c'y(t)

Stavovy regulator nezvySuje fad systému (na rozdil od dynamickych regulator(t). Méni vSak vlastni
Cisla matice dynamiky a tedy méni poly uzavien¢ho regula¢niho systému (nuly zistdvaji nezménény).

det(pl —A) Emmmm)  det(pl - A+bk’)

Poly uzaviené regula¢ni smyc€ky jsou rovny kofentim charakteristického polynomu

a, (p)=det(pl —A+bk")=p"+a, ,p""+...+ap+a,

Ze zadaného charakteristického polynomu je tedy mozné uréit vektor k' stavového regulatoru.

Libovolné umistitelnosti polli uzaviené regulaéni smycky pomoci stavového regulatoru 1ze

dosahnout v ptipad¢, Ze je fizeni systém fiditelny.




Pozn: Systém je fiditelny, jestlize pro kazdy pocateni stav systému riizny od nuly (vx(t,)0),
existuje na ¢asovém intervalut €[t,,t, | takové fizeni, které zpiisobi zménu pocate¢niho stavu x(t, )
do stavu x(t,) = 0. Pro vySetfovani fiditelnosti spojitych LDS slouzi matice fiditelnosti Q; . Jestlize je
LDS tiditelny, pak hodnost matice fiditelnosti je rovna dimenzi stavu systému:

h[Q.]=h[b,Ab, A%,...,A""b | =dim(x(t))=n

Kompenzac¢ni Fizeni

Jestlize pozadujeme aby regulovana veli¢ina v ustaleném stavu sledovala pozadovanou veli¢inuw(t),
pak musi byt model systému, ktery generujew(t), zahrnut do oteviené regulaéni smy¢ky. Pfi regulaci
na konstantni hodnotu W (p)=konst/p tedy musi oteviena regulacni smycka obsahovat integrator
(pokud neni obsazen v pienosu systému musi nyt zahrnut v pfenosu reguldtoru, vzpomeiite na PI a
PID regulatory). Zde se budeme zabyvat korekci statického zesileni uzaviené regula¢ni smycky.

O N u, (t) u() [x(®)=mx®)+bu(] Y N
Y(p) y(t)=c"x(t)
p) _w, - -
R (P) =) = (P) IRREE Fu*(p):J((pp))
k k




Z véty o kone¢né hodnoté plyne

limy(t)= lim pY (p)=lim pF, (p)W (p)=Ilim pF, (p)v—gkk =wF, (0)k,

t—oo p—> p—0 p—0

Z pozadavku y()=w dale plyne, ze souc¢in F, (0)k, =1. Kompenzacni zesileni tedy je

1
k, =—
A
Ptiklad:
Navrhnéte linearni stavovy regulator pro dynamicky systém popsany pienosovou funkci
b(p 2
R (p)- 22

a(p) p*+p+2

Parametry regulatoru urcete s ohledem na pozadované umisténi poli uzaviené smyc¢ky p,, =—2+ V2.
Reseni:

Z pienosové funkce urcime diferencialni rovnici popisujici dany systém:

y(t)+y(t)+2y(t)=2u(t), y(t)=Y(t)=0

Volime stavové proménné

E> iy ——2x1 () B 0 S Xl((tO):




Z rovnice pro charakteristicky polynom uzavieného regulacniho systému vypocteme parametry

stavového regulatoru:
det( pl — A+Dbk’ ) =a,(p)=(P-Pp)(P-P,) dosadime znamé hodnoty A, b ap,,

detﬂg 2}{—02 —11}[2(111 2(;2:]:(“2”‘5)(“2_]‘5)
deﬂ P ]:(p+2+,-ﬁ)(p+z_,-ﬁ)

2+2k  p+1+2k,

p*+ p(1+2k,)+2+2k = p*+4p+6  porovname koeficienty u jednotlivych mocnin p a
feSime soustavy dvou rovnic pro dvé nezndmé:
2+2k =6 [ 2
1+2k, =4 |15
Zbyva urcit kompenzacni zesileni regulatoru. Pfenosova funkce F; (p) je

w ()=

u

L S— K = - =3
a,(p) p°+4p+6 [> “TF(0)

Nyni uz miiZzeme napsat rovnici stavového regulatoru

u(t)z—{l.zs}x(th?)w(t)




Simula¢ni schéma v programu Matlab/Simulink

fizeny systéem

}l>—>+ x2 x1
—p|~ N N 1 1
"o Kk Add2 N s > S ]
b0
Add y()
al
stavovy reguldtor 14—t a0
s kompenzaci 2 }4*
statického zesileni _
Add1 2 }
-l-
+
kX, (t)+K,x, (1) kl
1.4 T T T T T
12+ -
'] -
05 4
= odezva nefizeného systému na 1[t]
=

06 regulovana velicina 7

04 -

02r -

|:| | | | | |
0 2 4 B E 10 12

Cas [s]




Rekonstruktor stavu

V realnych aplikacich je zpravidla nemozné méftit vSechny sloZky vektoru stavu. Jestlize pottebujeme
znat jejich pribéh (naptiklad pro navrh stavového regulatoru), pak musime vektor stavu rekonstruovat
na zaklad¢ dostupnych informaci o systému (jeho matematicky popis, vstupy a vystupy systému nebo
nckteré sloZky stavoveého vektoru). V dalSim se omezime pouze na linearni, t-invariantni, pozorovatelné

dynamické systémy a pomoci rekonstruktoru budeme odhadovat vSechny slozky stavového vektoru.

Linearni asymptoticky rekonstruktor stavu
Uvazujme systému n-t¢ho fadu
%(t) = Ax(t)+bu(t) X(t,), x(t)eR", u(t)eR, y(t)eR
y(t)=c"x(t)
Ptredpokladejme, ze zadna slozka vektoru stavu neni méfena. Cilem je navrhnout takovy

systém, ktery by na zdkladé dostupnych informaci priabézné rekonstruoval stavovy vektor systému.

- (t) r o systém > Y(t)
L ORI

> rekonstruktor F—»| ¢




Vzhledem k tomu, ze ukolem rekonstruktoru je pribézné odhadovat stavy dynamického systému,
bude se jednat také o dynamicky systém.

X(t)=FR(t)+ou(t)+ky(t)

y(t)=c'(t)
Ukolem je uréit maticeF, g a k! Pi rekonstrukci stavu musime respektovat, ze X(t,) = X(t, ).
Jestlize ma byt vektor stavu urCen na zakladé méfeni vystupu systému, musi byt systém pozorovatelny.
Pozn: Systém je pozorovatelny, jestlize pozorovanim vstupu u(t) a vystupu y(t) na kone¢ném ¢asovém
intervalut €[t,,t, ] je mozné ur¢it pocateéni stav x(t,). Pro vySetfovani pozorovatlenosti spojitych LDS
slouzi matice pozorovatelnosti Q,. Jestlize je LDS pozorovatelny, pak hodnost matice pozorovatelnosti je
rovna dimenzi stavu systému:
Y h[Qp} = h[cT ,cTA,cTAZ,...,cTA”‘l]T :dim(x(t)) =n
Rekonstruktor by mél spliiovat nasledujici podminky:
1. stav X(t) by mél konvergovat ke skute¢nému stavu x(t),
2. pribéh rekonstrukce by mél byt nezavisly na vstupnim signalu systému u(t) a na hodnoté stavu x(t).

Pro odvozeni matic ve stavovém popisu rekonstruktoru definujme chybu rekonstrukce jako rozdil
rekonstruovaného stavu a skute¢ného stavu systému

g(t)=%(t)—x(t)

10




Podminka na vyvoj chyby rekonstrukce pro asymptoticky rekonstruktor

lime(t)=limx(t)—limx(t)=0

t—w t—0 t—w0

Zderivuyme vztah pro chybu rekonstrukce podle ¢asu a dosad’'me z rovnic stavoveého popisu
systéemu a rekonstruktoru

£(t)=x%(t)-x(t) ;
F)?(t)+gu()+k y(t)— Ax(t)—bu(t)+Fx(t)- Fx()
)= F[2(t)=x(t) ]+ (F - A+kc")x(t) +(g -b)u(t)
g(t)zFg(t)+(F—A+k*cT)x(t)+(g—b)u(t)

Chybu rekonstrukce generuje dynamicky systém, na jehoZ vstupu jsou skute¢ny stav systému x(t) a

é(t)

vstup systému u(t). Jak bylo uvedeno na pfedchozi strané, rekonstruktor by nemél zaviset na

hodnotach x(t) a u(t). Pro nenulové hodnoty téchto velicin je tato podminka splnéna pokud plati

F-A+kc" =0 |:> matice ve stavovém |:> F=A-k'c'
g-b=0 popisu rekonstruktoru _

g=>b

11




Dynamicky systém chyby rekonstrukce je tedy autonomni systém

£(t)=Fe(t)
ktery reaguje pouze na nenulové pocateéni podminky &(t,)=X(t,)—x(t,) = 0. Aby byla splnéna
podminka pro asymptoticky rekonstruktor (!im ¢(t) =0) musi byt systém stabilni. O stabilité a také o

dynamice systému rozhoduji vlastni Cisla matice dynamiky F. Pokud tedy zvolime poZadovana
vlastni ¢isla matice F (poly dyn. systému rekonstruktoru), miizeme urcit podobu matice k.

det(pl —F)=det(pl —A+kc")=p"+a,,p""+...+a p+ag=a"(p)

kde a"( p) predstavuje pozadovany charakteristicky polynom.
Nyni jiZ miZzeme psat stavovy popis rekonstruktoru stavu ve tvaru

%(t)=(A-Kk'c")R(t)+bu(t)+ky(t)
y(t)=c'%(t)
Ax(t)+bu (t) y(t)

u(t) %(t)

<>

—~~
—

—
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Upravou predchozich stavovych rovnic ziskdme rovnice rekonstruktoru v jiném tvaru

(1) = AR(1) +bu(0) +k°[y() -9 (1))

gt)=c'x()
Z téchto rovnic vidime, Ze na rekonstruktor 1ze nahlizet také jako na paralelni model k systému,
ktery je vSak navic fizen inovacni zpétnou vazbou.

u(t) R X(t)= Ax(t)+bu(t) y(t)

y(1)=c'y (1) >
mmovacni vazba
e, ()=y(t)-J(t)

%(t)= AX(t)+bu(t)+ke, (t) as c' Q) >

Jestlize X(t,) = X(t,) pak je rekonstruktor nefunkéni a jedna se pouze o paralelni model systému.
Tento poznatek 1ze zobecnit 1 pro libovolny ¢as t. Odezva stabilniho systému na konstantni vstupni
signal se po urcit¢ dob¢ ustali a rekonstruovany stav se bude (téméf) rovnat skutecnému stavu
systému.

13




Jestlize v urCitém case t; zaCne na systém pusobit porucha, pak je chyba rekonstrukce a také hodnota
rozdiluk”[ y(t)-§(t) |v inovagni vazbé nenulova (porucha neni zahrnuta v modelu rekonstruktoru) a
rekonstruktor opét zacne vykonavat svoji funkci.

Priklad:
Navrhnéte asymptoticky rekonstruktor stavu k systému popsanému diferencialni rovnici
y(t)+3y(t)+4y(t)=u(t)

Pocate¢ni podminky jsou y(t,)=0, y(t,)=0.
Reseni:
Ur¢ime stavovy model systému abychom mohli urcit jednotlivé matice v modelu rekonstruktoru.

Zvolime stavoveé proménné a ur¢ime vnitini popis systému

14




Zvolime kofeny charakteristického polynomu matice F a vypocteme vektor k™. Volime p, , = -2.
Tedy det(pl —F)=det(pl - A+k'c")=(p-p,)(p-p,). Po dosazeni

k *
det|| P 01 |0 1 41 0 = det p+ki
0 p -4 -3 k2 0 Zl*'kz

Parametry k; a K, ziskdme z porovnani

p+3

D:(p+kl*)(p+3)+4+k;: p’+4p+4

Simula¢ni schéma v programu Matlab/Simulink

koeficientl u jednotlivych mocnin p. |

K +3=4 .
Lo ol
3

3k, +k, +4=4

Stavovy popis rekonstruktoru

0|5 4t oS Jowr] & o-scon

ot o

pocate¢ni podminky

1 1
w| = o [
dElmagiE o
Integrator Integratorl >

systém Add
Gain

—<}< >
Gainl

Gainb
ey
M | . l
| -
P+

Add1l

&
A

i

Integrator2 Integrator3

Gain2

Add3

¢

rekonstruktor

% (t,)=-0.5, %,(t,)=0.5

-3 |«
| Gain3

fe———
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%, 0,3, ()

0.4

02r
3y (1)
0 % ()
02¢
04
_I:IE 1 1 1
a 2 a 4
fas [s]
3 4

0.6

*oll) ]
"2 (t) i

01 ;
a

fas [s]

rekonstruované stavy konverguji ke skutecnym
stavam,

rozdil v inovacni vazb¢ konverguje k nule,

rychlost konvergence je dana kofeny
charakteristického polynomu matice F

(¢im mensi hodnota polu, tim pomalejs$i dynamika
rekonstruktoru)
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UvaZzujme stejny systém jako v pfedchozim piikladu. Rekonstruktor je jizZ navrZzen a zkoumejme
situaci, kdy bude na vystupu systému kratkodob¢ piisobit porucha.

>
| __J [ h o] b’ 14 /4 tu
Stepl g porucha pusobiCi na vystup
Add4
/4
system L
Step2
| RS B | Mg
Step - : - Adds — >
Add Integrator Integratorl
Gain x1, x"1
3 |A [
|‘ Gainl d |:|
-4 |« X2, X2
Gain4 Add2
3 [« *
f N[
Gainb
ey
+
» S > S
:‘-\dd3 Integrator2 Addl  Integrator3
Gain2
L
Gain3
rekonstruktor
-4|4*
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pocatek plisobeni

:x:: a5l poruchy \ |
= -

04t 1 1 . -1 1 1
0 5 10 15 0 5 10 15
£as [g] tas [s]
T 1 ¢ po ustaleni dynamiky ptestane rekonstruktor
pracovat, inovacni vazba prenasi nulovou hodnotu
05} -

k * doba trvani poruchy je 1s.
= * hodnoty vystupu systému a rekonstruktoru jsou

odlisné (porucha neni v modelu rekonstruktoru
sl 1 zahrnuta) => nenulova hodnota v inovacni vazbé
op¢t nastartuje rekonstrukei stavu.

fas [s]
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Dynamicky kompenzator

Pojmem dynamicky kompenzator se oznacuje linearni stavovy regulator, ktery pro vypocet fizeni

vyuziva rekonstruovany stav systému.

w(t)

u(t)

> X(t)=Ax(t)+bu(t)

>k uk(Q@

stavovy regulator s
kompenzaci
statického zesilenim

y(t)=c'y(t)

system

y(t)

inovacni vazba

E

e, (t)=y(t)-9()

X

X(t) = AX(t)+bu(t)+k’e, (t)

>

>

rekonstruktor

()

k <
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Pti navrhu dynamického kompenzatoru feSime dve Glohy. Prvni z nich je navrh asymptotického
rekonstruktoru stavu a druha je navrh zpétnovazebniho stavového reguldtoru. Obé¢ tyto ulohy
mohou byt feSeny nezavisle na sobé.
Uvazujme fiditelny a pozorovatelny systém

X(t)= Ax(t)+bu(t) X(t,), x(t)eR", u(t)eR, y(t)eR

y(t)=c"x(t)

asymptoticky rekonstruktor stavu je popsan vnitinim modelem
k(1) = AX(t) +bu(t)+k [y (1) - 9(1)]
g(t)=c'%(t)
stavovy regulator generuje Fizeni na zakladé rekonstruovaného stavu X(t)

u(t)=-k"%(t)+u,(t)

Dosad’'me zakon fizeni do rovnic pro systém a rekonstruktor.

20




Systém: .

X(t) = Ax(t) ~bK"%(t) +bu, (t)+bk"x(t) ~bk"x(t) = (A—bk™ )x(t)-+bu, (t)-bk"&(t)
y(t)=c'x(t)

Rekonstruktor:
R(t) = AR(t)—bk"&(t)+bu, (t)+Kk [ y(t)-y(t)]=(A-bk")R(t)+bu, (t)-k'cT(t)
y(t)=c'x(t)

Z téchto rovnic vidime, Ze oba systémy jsou fizeny stavovou zpétnou vazbou a také chybou
rekonstrukce. Pokud je asymptoticky rekonstruktor stavu stabilni pak plati, Ze po urcité dobé&
(z&vislé na dynamice rekonstruktoru) je chyba rekonstrukce nulova £(t) =0 a oba systémy jsou
fizeny pouze stavovym regulatorem.

Pro spravnou funkci dynamického rekonstruktoru je dilezité aby

» vstup systému a vstup rekonstruktoru byly stejné

* model obsazeny v rekonstruktoru odpovidal modelu fizeného systému

21




Priklad:
Navrhnéte dynamicky kompenzator pro systém popsany diferencidlni rovnici
y(t)+0.75y(t)+3y(t)=3u(t), y(t,)=y(t)=0
Parametry regulatoru urcete s ohledem na pozadované umisténi pold uzaviené smycky P, =—2=% jv2.
Reseni:
Zvolime stavoveé proménné
0 1 0
% (t x(t)= X()+] _|u(t)  *(t)=0
[> [> R ’ (t,)=0
— X —
3)(1 )—0.75x, (t)+3u(t) y(O)=[L 0]x( AL

Jako prvni ur¢ime parametry rekonstruktoru

Zvolime kofeny charakteristického polynomu matice F a vypodteme vektor k- Volime p, , = -3.
Tedy det(pl —F)=det(pl —A+ k*cT):(p— p.)(P—Pp,). Po dosazeni
0 0 1 K, . « .
det| | P V|- + 0 = p’+p(0.75+k; )+0.75k; +3+k; = p*+6p+9
0 p 0
reSime dvé rovnice pro dvé neznamé

0.75+k; =6 [> k*_{ 5.25 }
0.75k; +3+k, =9 2.0625

[y

3 075 |K

22




Nyni uréime parametry stavového regulatoru, tj. vlastni ¢isla matice A—bk" se musi rovnat polim
uzavien¢ regulacni smycky. Tedy
det(pl —A+bk™)=a,(p)=(p-p,)(P—p.)

deﬂg H{—Os —01.75}{3(111 3(;2}]:(“2”"5)(“2_"‘5)

p*+ p(0.75+3k,)+3+3k, = p* +4p+6

feSime soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé kompenzaéni zesileni
3+3k =6 [> 1 3
k=113 F'(p)= (p) = 3 [> __ 1
075+3k :4 - u(p) 2 kk—*——Z
2 12 a,(p) p’+4p+6 F (0)

Pro zadany systém jsme tedy navrhli rekonstruktor stavu

0[5 S ]2 0w

g1 o] 21|

a stavovy regulator

1
u(t)= [13] X(t)+2w(t)
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Simula¢ni schéma v programu Matlab/Simulink

systém
3t 1
- 3 . T T
Step Gain7 + - = > < > I:l
Add4 b0o +
Add Integrator Integratorl >
al x1, x"1
>
a0 |:|
—»>
-3 }4*- X2, X"2
stavovy regul’ator — —
s kompenzaci . 2
statického zesileni <@ < i PR
k_rekl
: ! . L rekonstruktor
+ I 5 P+ s
j\dds Integrator2 Addl  Integrator3
arl
¢

ar0

k_reg2
Add5
k regl
e
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15 - T T ]
odezva nefizeneho systému

odezva dynamického kompenzatoru
odezva bez rekonstruktaru

| /N

0atr .

tas [s]
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