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Projektivńı geometrie

Úvod do projektivńı geometrie, reprezentace a zápis
I bod ve 2D prostoru budeme značit x ∈ R2

I bod ve 3D prostoru budeme značit X
I p̌ŕımka ve 2D prostoru n
I p̌ŕımka ve 3D prostoru O
I rovina ve 3D prostoru φ, ϕ
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Projektivńı geometrie

Vektorové reprezentace pak budou následuj́ıćı:
bod v rovině x = [u, v ]T , nebo x = [x , y ]T ,
bod v prostoru X = [x1, x2, x3]T nebo X = [x , y , z]T ,
p̌ŕımka n = [a, b, c]T

Geometrické entity budeme uvažovat jako sloupcový vektor,
násobeńı matice t́ımto sloupcovým vektorem zprava má výsledek
opět sloupcový vektor.
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Homogenńı reprezentace

I bod v rovině (R2) je reprezentovaný vektorem o velikosti 3
p̌ridáńım ťret́ı soǔradnice w (homogenńı soǔradnice) a
vzniká vektor v (R3)

I pro w = 1 [a, b, 1]T i všechny body [x1, x2, x3]T vzniklé jako
k[a, b, 1]T v P2 reprezentuj́ı stejný původńı bod v
nehomogenńıch soǔradnićıch v R2

I [a, b]T zpět źıskáme ho jako [x1/x3, x2/x3]T .

Pozn. pro vyš̌śı dimenze plat́ı také, nap̌r. pro R3 a w=1 [x , y , z , 1]T
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Projektivńı prostor P2

I p̌ŕımka v rovině je reprezentována obecnou rovnićı p̌ŕımky:
ax + by + c = 0

I změna parametr̊u a, b a c nám určuje odlǐsnou p̌ŕımku ...
p̌rirozeně pak p̌ŕımka může být vyjáďrena vektorem
n = [a, b, c]T

I dále v́ıme, že bod v rovině x = [x , y ]T (R2) lež́ı na p̌ŕımce
n = [a, b, c]T ⇔ ax + by + c = 0

I podḿınka lze zapsat jako skalárńı součin [x , y , 1][a, b, c]T = 0

I pozorujeme, že pro k, kdy [kx , ky , k] je zḿıněná podḿınka
také splněna ⇔ [x , y , 1][a, b, c]T = 0
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Projektivńı prostor P2

I podobně vztah p̌ŕımka ↔ vektor ... rovnice p̌ŕımky
ax + by + c = 0 a (ka)x + (kb)y + (kc) = 0 jsou stejné → ale
odlǐsný vektor

I tento vztah ekvivalence je znáḿı jako homogenńı vektor

Definice

I všechny vektory lǐśıćı se pouze v mě̌ŕıtku p̌redstavuj́ı jednu
ťŕıdu prvk̊u

I množina všech těchto ťŕıd prvk̊u v R3 − [0, 0, 0]T tvǒŕı
projektivńı prostor P2

I vektor [0, 0, 0]T nekoresponduje žádné p̌ŕımce a je z prostoru
vyjmut
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Př́ımka a bod

I pr̊useč́ık dvou p̌ŕımek n a n′ je dán vektorovým součinem:
n× n′

I bod x = [x1, x2, 0]T paťŕı do P2

I jeho nehomogenńı soǔradnice v R2 tedy [x1/0, x2/0]T → bod,
který v rovině má nekonečné soǔradnice ... bodu ř́ıkáme Ideal
Point - bod v nekonečnu

I takovýto bod je vlastně pr̊useč́ıkem dvou rovnoběžných p̌ŕımek

I všechny body v nekonečnu lež́ı na jedné ”p̌ŕımce v
nekonečnu”[0, 0, 1]T

Podobné odvozeńı nalezneme pro zápis pr̊useč́ık̊u dvou p̌ŕımek,
nebo pro źıskáńı p̌ŕımky spojeńım dvou bodů.
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Shrnut́ı

I bod x lež́ı na p̌ŕımce l pokud xTl = 0

I pr̊useč́ık m dvou p̌ŕımek n a n′ (i rovnoběžných) je dán
vektorovým součinem: m = n× n′ (rovnoběžné p̌ŕımky maj́ı
pr̊useč́ık bod v nekonečnu)

I p̌ŕımka n spojuj́ıćı dva body m a m′ je analogicky: n = m×m′

Pozn.
Zavedeńı projektivńıho prostoru je určeńı nějakého popisu pro
perspektivu
Geometrické objekty jako je bod, p̌ŕımka a rovina jsou zapisovány
vektorově
Potom vztahy mezi těmito objekty je možné zapisovat jednodušeji
než kdyby se zapisovaly v nehomogenńıch soǔradnićıch
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Model pro projektivńı rovinu a princip duality

I body v P2 jsou paprsky v R3 ... množina všech vektor̊u
x = k[x1, x2, x3]T s měńıćım se k formuje paprsek, který
smě̌ruje ze sťredu proḿıtáńı

I analogicky p̌ŕımka v prostoru P2 odpov́ıdá rovině v R3

procházej́ıćı sťredem projekce
I obdobně dva odlǐsné paprsky určuj́ı zḿıněnou rovinu stejně

jako dva odlǐsné body určuj́ı R2 p̌ŕımku
I obráceně ... dvě p̌ŕımky maj́ı společný bod - pr̊useč́ık a tedy

dvě roviny maj́ı společný pr̊useč́ık ... paprsek
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I Projektivńı geometrie
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Projektivita

A
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p′

ρ
S

R=R′

pρ

Poznámka: je projektivńı zobrazeńı roviny do roviny

I body lež́ıćı na společné p̌ŕımce jsou transformovány na p̌ŕımku
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Definice

Projektivita je invertibilńı mapováńı h bodů v P2 (tedy
homogenńıch 3× 1 vektor̊u) do samého prostoru P2 ⇔ ťri body
x1, x2 a x3 lež́ıćı na společné p̌ŕımce jsou mapovány na body h(x1),
h(x2) a h(x3), které lež́ı také na společné p̌ŕımce.

Poznámka. Projektivita je také někdy nazývána kolineace,
projektivńı transformace, nebo homografie. Tyto označeńı jsou
synonyma.
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Důsledek

Mapováńı h : P2 → P2 je projektivita pouze a jen, existuje-li
nesingulárńı matice H, 3× 3, (det(H) 6= 0), pro kterou plat́ı, že
nějaký bod v P2 reprezentovaný vektorem x lze transformovat jako
h(x) = Hx (projektivńı transformace).
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Zápis projektivńı transformace

I projektivńı transformace je dána jako:x ′1
x ′2
x ′3

 =

h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33

x1

x2

x3

 (1)

I je to lineárńı transformace homogenńıho vektoru nesingulárńı
3× 3 matićı H

I matice H má 8 stupňů volnosti → poměr̊um dvojic 9 prvk̊u
matice

I násobeńı matice konstantou k neměńı definovanou
transformaci a konstanta p̌redstavuje pouze mě̌ŕıtko

I H je jednoznačně určena čtvěrićı sobě koresponduj́ıćıch bodů
nebo p̌ŕımek v obecné pozici
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Shrnut́ı

I kolineárńı body (body lež́ıćı na společné p̌ŕımce) jsou opět
transformovány na kolineárńı body

I několik r̊uznoběžných p̌ŕımek se společným pr̊useč́ıkem jsou
transformovány opět na r̊uznoběžné p̌ŕımky s jedńım
společným pr̊useč́ıkem

I pǒrad́ı kolineárńıch bodů je zachováno (viz později)

I bod x je transformován na bod x′ tak, že: x′ = Hx

I p̌ŕımka l je transformován na p̌ŕımku l′ tak, že: l′ = H−T l

Př́ıkladem takového transformace pǒŕızeńı stejné scény r̊uzným
fotoaparátem, nebo p̌ribĺıžeńı (ZOOM), nebo pootočeńı kamery
(ve sťredu projekce, viz dále), nebo vše najednou.
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Určeńı 2D projektivńı transformace

I 2D homografie je dána množinou bodů xi v prostoru P2 a
množinou koresponduj́ıćıch bodů ve stejném P2

I nalezeńı takovéto transformace z xi ↔ x′i znamená určit
matici H tak, že plat́ı Hxi = x′i pro každé i .

I minimálńı počet poťrebných bodů ↔ počtu stupňů volnosti
hledané transformace ... obecná projektivńı transformace ...
3× 3 matice (9 prvk̊u) ale 8 stupňů volnosti

I 1 bod má dva stupně volnosti, tedy soǔradnice (x , y) → čty̌ri
body a korespondenty
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I xi a Hxi nejsou stejné vektory, ale maj́ı stejný směr a lǐśı se
pouze velikost́ı, viz obrázek

I pro jeden bod (koresponduj́ıćı pár) vztah Hxi = x′i určuje
soustavu 3 lineárńıch rovnic (s pravou stranou) (̌rešeńı p̌res
Cramerovo pravidlo)

I pak můžeme p̌repsat jako vektorový součin x′i ×Hxi = 0 a
pak:

x′i ×Hxi =

y ′i h
3Txi − w ′i h

2Txi

w ′i h
1Txi − x ′i h

3Txi

x ′i h
2Txi − y ′i h

1Txi

 (2)

I h1T je vektor odpov́ıdaj́ıćı prvńımu řádku matice H

I transformovaný bod (tedy x′i ) je v homogenńıch soǔradnićıch
značen x′i = (x ′i , y

′
i ,w

′
i )
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Maticový zápis soustavy lineárńıch rovnic pak p̌repisem źıskáme
jako:  0T −w ′i x

T
i y ′i x

T
i

w ′i x
T
i 0T −x ′i x

T
i

−y ′i x
T
i x ′i x

T
i 0T

h1

h2

h3

 = 0 (3)

I pro bod i označ́ıme soustavu jako Aih = 0, kde vektor h je
sloupcový vektor 9× 1 složený ze ťrech řádk̊u matice H

I ze 3 rovnic jsou jen dvě lineárně nezávislé; 3. rovnice je
p̌re-násobený součet prvńı a druhé rovnice ⇒ 3. řádek lze
vypustit:

[
0T −w ′i x

T
i y ′i x

T
i

w ′i x
T
i 0T −x ′i x

T
i

]h1

h2

h3

 = 0 (4)
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I ťret́ı homogenńı soǔradnice proḿıtnutého bodu (w ′i ) může být
zvolena w ′i = 1 jsou mě̌reny v obraze, jiná volba je také možná

I řeš́ıme soustavu rovnic Ah = 0 v p̌ŕıpadě pro 4 body kdy je
rank(A) = 8, pak existuje jedno řešeńı odpov́ıdaj́ıćı pravému
nulovému prostoru

I mě̌ŕıtko může být zvoleno tak aby ||h|| = 1

I často voĺıme v́ıce bodů (n > 4) a matice A má pak p̌ŕıslušný
rozměr 2n × 9

0T −w ′1xT1 y ′1xT1
w ′1xT1 0T −x ′1xT1

...
...

...
0T −w ′nxTn y ′nxTn

w ′nxTn 0T −x ′nxTn


h1

h2

h3

 = 0 (5)
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I v praxi mě̌reńı obsahuj́ı chybu (̌sum) a tak źıskaná soustava je
p̌re-určená, tedy neexistuje řešeńı rank(A) > 8

I pak hledáme takové řešeńı, které minimalizuje chybu ||Ah||
I pro tento účel použijeme SVD rozklad (singular value

decomposition)

I pak A = UDVT a hledané řešeńı h je posledńı sloupec matice
V odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu (pravý nulový
prostor matice A)
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Vlastnosti projektivńı geometrie

I Nevlastńı bod (vanishing point - úběžńık)
I nevlastńı body lze nalézt v běžném životě, nap̌r. dlouhé rovné

koleje se v oku (obrázku) sb́ıhaj́ı
I koleje jsou rovnoběžné, v 3D prostoru se protnout nemohou
I projektivńı transformace však v obraze tyto dvě p̌ŕımky

zdánlivě p̌ribližuje
I tento zdánlivý pr̊useč́ık je obrazem nevlastńıch bod̊u těchto

p̌ŕımek
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Definice

Nevlastńı bod je limit projekce nějakého body, který se pohybuje
po libovolné prostorové p̌ŕımce do nekonečna.

I ukázka projekce dvou rovnoběžných prostorových p̌ŕımek a
jejich pr̊useč́ık

I je možné pouze z informaćı z obrázku určit počet pražc̊u
odspodu obrázku až ke vlaku?

I jak určit vzdálenost vlaku pokud v́ıme, že vzdálenost pražc̊u je
0,806 m?
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Nevlastńı p̌ŕımka, (vanishing line - úběžnice)
I nevlastńı p̌ŕımka je p̌ŕımka v obraze tzv. pr̊usečnice dvou

(všech) rovnoběžných prostorových rovin
I nebo jako pozice všech nevlastńıch bodů všech p̌ŕımek lež́ıćı v

jedné prostorové rovině
I nap̌r. horizont ... pohled na otev̌rené mǒre ... rovnoběžné

prostorové p̌ŕımky běž́ıćı po hladině se na horizontu prot́ınaj́ı

I pak tyto pr̊useč́ıky jsou obrazy nevlastńıch bodů a horizont
obraz nevlastńı p̌ŕımky
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Dvojpoměr (cross ratio)

I dvojpoměr je č́ıslo, které charakterizuje poměr délek úsek̊u
mezi čty̌rmi kolineárńımi body (body na jedné prostorové
p̌ŕımce)

I tyto čty̌ri kolineárńı prostorové body R,S,T a U definuj́ı
dvojpoměr jako:

[RSTU] =
|RT |
|RU|

|SU|
|ST |

(6)
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I dvojpoměr je invariantńı kolineaci

I dvojpoměr je invariantńı perspektivńı transformaci
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1D projektivńı soǔradnice

I mějme nějaké čty̌ri (ťri) body nálež́ıćı prostorové p̌ŕımce
I jsou proḿıtnuty do obrazové roviny nějaké kamery (kolineace)
I pak v této kaměre plat́ı stejný dvojpoměr, jako v původńı

p̌ŕımce
I p̌redpokládejme, že posledńı (čtvrtý) bod je úběžńık, který v

obraze má konečnou soǔradnici
I tento fakt nám umožňuje mě̌rit o obraze bez daľśıch znalost́ı

projektivńı transformace
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[P] = [P∞P0PIP] =
|P∞PI |
|P0PI |

|P0P|
|P∞P|

(7)

I P0 - je počátek zvoleného soǔradného systému [P0] = 0

I P - pracovńı bod, jeho soǔradnici v prostoru chceme určit

I PI - je bod určuj́ıćı mě̌ŕıtko, můžeme zvolit [PI ] = 1 nebo z
velikosti známého objektu (uḿıstěný v daném směru osy).

I P∞ - pomocný bod (nevlastńı bod dané prostorové p̌ŕımky -
osy) [P∞] = ±∞
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[P] = [P∞P0PIP] =
|P∞PI |
|P0PI |

|P0P|
|P∞P|

(8)
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2D projektivńı soǔradnice

I rozš́ı̌reńım můžeme zavést mě̌reńı ve dvou na sebe kolmých
osách (2D Euklidovský prostor)

I umožňuje nám mě̌rit podél prostorové roviny (nap̌r. podlaha)
za pomoci jej́ı projekce do obrazu bez daľśı znalost́ı (kalibrace
kamery aj.)
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I soǔradnice (x,y) libovolného bodu této prostorové roviny se
analogicky urč́ı jako:
[Px ] = [Px∞P0PxIPx ]
[Py ] = [Py∞P0PyIPy ]

I
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